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❆❜str❛❝t
▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s r♦✉t✐♥❡❧② ❛❜str❛❝t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❢r♦♠ t✇♦ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢
t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❢❡❞❡r❛❧ t❛① ❝♦❞❡✿ t❤❡ ❥♦✐♥t t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡
❛r❣✉❡ t❤❛t t❤✐s ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦♠✐ts ❛ ❵♣♦rt❢♦❧✐♦✲❡✛❡❝t✬ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❤❡r❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s
❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥✲
✢✉❡♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❛❜♦r ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤r♦✉❣❤ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡✐r
❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✳ ❲❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s
t❛① ❞❡t❛✐❧ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♥❣ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡♥t❧② ❡♥❛❝t❡❞ ✏❚❛① ❈✉ts ❛♥❞ ❏♦❜s
❆❝t✑ ✉s✐♥❣ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❏❊▲ ❈♦❞❡s✿ ❈✻✸✱ ❊✻✷✱ ❍✸✵
❑❡②✇♦r❞s✿ ❞②♥❛♠✐❝ s❝♦r✐♥❣❀ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥❀ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❛① r❡❢♦r♠❀
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ❛❣❡♥ts❀ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r
∗❆ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❛s ❝✐r❝✉❧❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ t✐t❧❡ ✏▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❈♦❞❡
✐♥ ❛ ❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❆❣❡♥t ❋r❛♠❡✇♦r❦✿ ❆♥ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❚❈❏❆✳✧
†❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❡♠❜♦❞✐❡s ✇♦r❦ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡ st❛✛ ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛s
♠❡♠❜❡rs ♦❢ ❜♦t❤ ♣❛rt✐❡s ❛♥❞ ❜♦t❤ ❤♦✉s❡s ♦❢ ❈♦♥❣r❡ss ❝♦♠♣r✐s❡ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✱ t❤✐s
✇♦r❦ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥str✉❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❈♦♠♠✐tt❡❡✳ ❚❤✐s ✇♦r❦
✐s ✐♥t❡❣r❛❧ t♦ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥ st❛✛✬s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐ts ❛❜✐❧✐t② t♦ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❛① ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳
‡❯✳❙✳ ❈♦♥❣r❡ss ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✱ ✺✵✷ ❋♦r❞ ❇✉✐❧❞✐♥❣✱ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥✱ ❉✳❈✳ ✷✵✺✶✺❀ ✭✷✵✷✮
✷✷✺✲✸✻✷✶❀ ❘❛❝❤❡❧✳▼♦♦r❡❅❥❝t✳❣♦✈✱ ❇r❛♥❞♦♥✳P❡❝♦r❛r♦❅❥❝t✳❣♦✈ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✉t❤♦r✮
✶
✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❍❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦♦❧s ❢♦r t❛① ♣♦❧✲
✐❝② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ r✐❝❤ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ✐s r♦✉t✐♥❡ t♦
s♣❡❝✐❢② ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ t❛① s②st❡♠ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ t❤❛t tr❡❛ts ❛❧❧ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛s❡✱ ♦r ❛s t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❜❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥❀ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s
❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t t❛①❡s ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡
❜❛s❡ ❛t ♦r❞✐♥❛r② r❛t❡s✱✶ ✇❤✐❧❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s t❛①❡❞ ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❜❛s❡ ❛t
s♣❡❝✐❛❧ ❧♦✇❡r r❛t❡s✳✷ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ✷✵✶✼ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✽✳✻✪ ♦❢ ♥♦♥✲✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ r❡♣♦rt❡❞
❜② t❛①♣❛②❡rs ✇❛s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱✸ t❤❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥♥♦❝✉♦✉s✳ ❚❤✐s
❜❡❣s t❤❡ q✉❡st✐♦♥✿ ❉♦❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t❛① r❛t❡s ❤❛✈❡ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ♠❛tt❡r ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧❄ ❈❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❛ss❡t ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛✛❡❝t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡✐r ♦r❞✐✲
♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❜❛s❡✱ ❛♥❞ ✉♥❞❡r ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✱ ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❝❤❛♥❣❡ t♦
t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡✐r ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳ ❇②
❛❧t❡r✐♥❣ ❛❢t❡r✲t❛① r❡t✉r♥s✱ t❤✐s ❵♣♦rt❢♦❧✐♦ ❡✛❡❝t✬ ❢❡❡❞s ✐♥t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❧❛❜♦r ❛♥❞ s❛✈✐♥❣s
❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤✐s t❛① ❞❡t❛✐❧
✉s✐♥❣ ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ✭❖▲●✮ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ t✇♦✲❡♥t✐t② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
s❡❝t♦r ❢♦r ❞✐st✐♥❝t ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ❡♥❞♦❣❡✲
♥♦✉s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡
♣❛tt❡r♥ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs✳ ❈r✉❝✐❛❧❧②✱ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❝❛♥
❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✱ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ ❝❛♣✲
✐t❛❧ ❣❛✐♥s✳ ❙♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❈♦❞❡ ✭■❘❈✮ ❛♥❞ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡
t❛① ❞❡t❛✐❧ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❡✛❡❝t✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❢r❛♠❡✲
✇♦r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✷✵❜✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❛❧❧♦✇s ❢♦r
✉s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥❝♦♠❡ t❤❛t ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞
❝♦♠❜✐♥❡ ✐t ✇✐t❤ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❜❛s❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ✢♦✇
♦❢ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥❝♦♠❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❜❛s❡✳ ❊❛❝❤ ❜❛s❡ ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧②
t❛①❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ st❛t✉t♦r② r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ✇❤✐❧❡ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
♦t❤❡r ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❛❥♦r t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s s♦ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s
❛r❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❛① ✈❛r✐❛❜❧❡s
✶❖r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥❝♦♠❡✱ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ s❤♦rt✲t❡r♠
❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ ♥♦♥q✉❛❧✐✜❡❞ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✳ ■♥ ✷✵✶✼✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ s❡✈❡♥ t❛① ❜r❛❝❦❡ts ♦♥ t❤❡
♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ st❛t✉t♦r② t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✖ ✶✵✪✱ ✶✺✪✱ ✷✺✪✱ ✷✽✪✱ ✸✸✪✱ ✸✺✪ ❛♥❞ ✸✾✳✻✪ ✖ ✇❤❡r❡ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r❛t❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ r❛♥❣❡s t❤❛t ✈❛r② ✇✐t❤ ✜❧✐♥❣ st❛t✉s✳
✷Pr❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s ❛♥❞ q✉❛❧✐✜❡❞ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✳ ■♥
✷✵✶✼✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡ t❤r❡❡ t❛① ❜r❛❝❦❡ts ♦♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ st❛t✉t♦r② t❛① s❝❤❡❞✉❧❡ ✖ ✵✪✱ ✶✺✪✱
❛♥❞ ✷✵✪ ✖ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ r❛t❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✐♥❝♦♠❡ r❛♥❣❡s t❤❛t ✈❛r② ✇✐t❤ ✜❧✐♥❣ st❛t✉s✳
✸❚❤✐s st❛t✐st✐❝ ✐s ❢r♦♠ ❞❛t❛ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ■♥❝♦♠❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡
❙❡r✈✐❝❡✬s ✷✵✶✼ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① r❡t✉r♥s✳
✷
❛♣♣❡❛r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸✳
❊①✐st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞
❙t❛t❡s ❤❛✈❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t❛❦❡♥ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ❢♦r♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ❞✐s✲
t✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ✐s t♦ s✐♠♣❧② ❛❞❞ ❛❧❧ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❛① ❜♦t❤ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❜❛s❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s♠♦♦t❤ ♦r ♣✐❡❝❡✲
✇✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❆❧t✐❣ ❛♥❞ ❈❛r❧str♦♠ ✭✶✾✾✾✮✱ ❱❡♥t✉r❛ ✭✶✾✾✾✮✱ ❉í❛③✲●✐♠é♥❡③ ❛♥❞ P✐❥♦❛♥✲
▼❛s ✭✷✵✵✻✮✱ ❈♦♥❡s❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❑✐t❛♦ ✭✷✵✶✵✮✱ ●✉♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✱ ◆✐s❤✐②❛♠❛ ✭✷✵✶✺✮✱
▲♦♣❡③✲❉❛♥❡r✐ ✭✷✵✶✻✮✱ ❉í❛③✲●✐♠é♥❡③ ❛♥❞ P✐❥♦❛♥✲▼❛s ✭✷✵✶✾✮✱ ❘❛❡✐ ✭✷✵✷✵❛✮✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡s t❤❛t t❤❡ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❞✐✛❡r✱
✐s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❛s❡s ❢♦r ❛❧❧ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❜② t❛①✐♥❣ ♦♥❧② ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ s♠♦♦t❤ ♦r ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❛①✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛t ❛ ✢❛t
r❛t❡✭s✮ ✭❆❧t✐❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮✱ ❈♦♥❡s❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱ ❑r✉❡❣❡r ❛♥❞ ▲✉❞✇✐❣ ✭✷✵✶✸✮✱ ❩♦❞r♦✇ ❛♥❞
❉✐❛♠♦♥❞ ✭✷✵✶✸✮✱ ❑r✉❡❣❡r ❛♥❞ ▲✉❞✇✐❣ ✭✷✵✶✻✮✱ ●✉✈❡♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✱ ❍♦❧t❡r✱ ❑r✉❡❣❡r✱
❛♥❞ ❙t❡♣❛♥❝❤✉❦ ✭✷✵✶✾✮✱ ❑✐♥❞❡r♠❛♥♥ ❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r ✭✷✵✷✵✮✮✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✈❡✐♥ t♦ t❤❡ ❧❛tt❡r
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ●♦✉r✐♦ ❛♥❞ ▼✐❛♦ ✭✷✵✶✶✮ tr❡❛t ❧❛❜♦r ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st ✐♥❝♦♠❡ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ t❛① ❜❛s❡✱
✇❤✐❧❡ ✉s✐♥❣ ✢❛t t❛① r❛t❡s ♦♥ ♦t❤❡r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡s✱ ❛♥❞ ❉❡❇❛❝❦❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮ ✉s❡
s❡♣❛r❛t❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r
r❡s♣❡❝t✐✈❡ t❛① ❜❛s❡✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ❧❛r❣❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❛✇❛r❡ ♦❢ ❛♥② ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦
t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡✲
♦✉s❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱✹ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡
❵♣♦rt❢♦❧✐♦✲❡✛❡❝t✬ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✉♥❡①♣❧♦r❡❞✳
❲❡ ❜❡❣✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹ ❜② ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦✲❡✛❡❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❧❛❜♦r ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s
t♦ ❛ ♦♥❡✲t✐♠❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ r❡❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ s❤♦❝❦✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ✇❡ t❤❡♥ ✉s❡ ♦✉r
❝♦♠♣❧❡t❡ ❖▲● ♠♦❞❡❧ t♦ s❤♦✇ t❤❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❡✛❡❝t ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❛① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❜❛s❡s ❡❛❝❤ ✐♥ t✉r♥ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t❛①
tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❡ s✐♠✉❧❛t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t❧② ❡♥❛❝t❡❞ ✏❚❛① ❈✉ts ❛♥❞ ❏♦❜s ❆❝t✑ ✭❚❈❏❆✮✺✿ (i) t❤❡
❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✻❀ ❛♥❞ (ii) t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s✼✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t ♣♦❧✐❝②✲
✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡
✹❚❤✐s ✐ss✉❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ✐♥ ♣r✐♦r ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❝❤ ❛s ●✉✈❡♥❡♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✱ ✇❤♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ t❛①❛t✐♦♥ ✐s ❛ r❡❛s♦♥ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✐t ✇❤❡♥ st✉❞②✐♥❣ ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✳
✺❙❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮ ❢♦r ❛ ❧✐st ♦❢ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ P▲ ✶✶✺✲✾✼✱ ❝♦❧❧♦q✉✐❛❧❧② ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ✏❚❛① ❈✉ts
❛♥❞ ❏♦❜s ❆❝t✑✳
✻❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s✲❧❛✇ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ❯❙ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ ♦❢
✸✺✪ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡❞ ✐t ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✷✶✪ st❛t✉t♦r② r❛t❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ❝❛❧❡♥❞❛r ②❡❛r ✷✵✶✽✳
✼❚❤❡ ♠❛❥♦r ❝❤❛♥❣❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ st❛t✉t♦r② r❛t❡ t❛① r❛t❡s ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✱
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡♠✐③❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ✷✵✪ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞
❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❡♥t✐t✐❡s✱ r❡♣❡❛❧ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❡①❡♠♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞ t❛①
❝r❡❞✐t✳
✸
❣❡♥❡r❛t❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ s❛✈✐♥❣s ❜❡❤❛✈✐♦r
❢r♦♠ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❡✛❡❝t✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ✜rst ❞❡❝❛❞❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ r❛t❡
❝✉t✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ s❛✈✐♥❣s ❛r❡ ❛❜♦✉t ✻✳✾ ❛♥❞
✶✳✻ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♣t✉r❡s t❤❡
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t❤❛t r❡s✉❧t ❢r♦♠ ❛ ❧♦♥❣✲r✉♥ s❤✐❢t t♦✇❛r❞s
♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦r✳ ❋♦r
t❤❡ ❞❡❝❛❞❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②
❛♥❞ s❛✈✐♥❣s ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✶✳✾ ❛♥❞ ✶✳✻ t✐♠❡s ♠♦r❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡
t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛r② s❤✐❢t t♦✇❛r❞s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❤❛t ♦❝❝✉rs ❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡q✉✐t② ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
t❤❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦ ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧❧② s❤✐❢t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❢♦r✇❛r❞ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ s❛✈✐♥❣s ✇❤✐❧❡ t❤❡
r❡❧❡✈❛♥t ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛r❡ ❧♦✇❡r✳
❖✉r ✜♥❞✐♥❣s ✐♠♣❧② t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❛① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛② ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥❝♦♠❡
t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✈❡r t❤❡ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧ ❢♦r t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ✭●✉♥❡r
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✮✱ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ❢❛✐❧s t♦
❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❡✛❡❝t✳ ❆s t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♥ ❣❡♥❡r❛t❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t
❜❡❤❛✈✐♦r t❤❛t ❛✛❡❝ts t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ t❛① r❡❢♦r♠✱
❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❛① ♣♦❧✐❝② ❛♥❛❧②s✐s✳
✷ ▼♦❞❡❧
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❖▲● ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✿ ❚❤❡ ❜❛✲
s✐❝ ♠❛r❦❡t str✉❝t✉r❡ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠s✱
✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s✱ ❛♥❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ♠❛❦❡ s❛✈✐♥❣s✱ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❧❛❜♦r✱
❧❡✐s✉r❡✱ ❛♥❞ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s ❤✐r❡ ❧❛❜♦r ❞✐r❡❝t❧②
❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ❛♥❞ ✜♥❛♥❝❡ t❤❡✐r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤
❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❜t ❛♥❞ ❡q✉✐t②✳ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s ♣♦♦❧ ❞❡♣♦s✐ts ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧
❛ss❡ts ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ❛❧❧♦❝❛t❡ t❤❡✐r ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛❝r♦ss ❜✉s✐♥❡ss ❞❡❜t ❛♥❞ ❡q✉✐t②✱ ❝♦♥✲
s✉♠❡r ❞❡❜t✱ ♠♦rt❣❛❣❡ ❞❡❜t✱ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❜t✱ ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣✱ ♣❛ss✐♥❣ t❤❡ r❡t✉r♥ ♦♥ t❤❡s❡
✐♥✈❡st♠❡♥ts ❜❛❝❦ t♦ ❞❡♣♦s✐t✲❤♦❧❞✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❋❡❞❡r❛❧✱ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts
❝♦❧❧❡❝t t❛①❡s ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ✜r♠s✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡✈❡♥✉❡ t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐✲
t✉r❡s✱ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t✱ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ♠♦rt❛❧✐t②
r✐s❦✱ ❛❧❧ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t✳ P♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❡❝♦♥♦♠② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ♣❛t❤
✐♥ tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r♠✳
❲❡ ❜✉✐❧❞ ✉♣♦♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s❡❝t♦r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✷✵❜✮✱ ✇❤✐❝❤
✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❖▲●
♠♦❞❡❧ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ♥♦♥❝♦♥✈❡①✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s
✹
♣r❡s❡♥t ✐♥ ■❘❈ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳✽ ❲❡ ✈✐❡✇ t❤✐s ❛s t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
♣❧❛t❢♦r♠ ✉♣♦♥ ✇❤✐❝❤ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦✈❡❧ t✇♦✲❡♥t✐t② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❡❝t♦r ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r
❞✐st✐♥❝t ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss❡s✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❝♦♥s♦❧✐❞❛t❡❞ ❜✉s✐♥❡ss s❡❝t♦r
✉s❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦✖ ✇❤❡r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❛♥ ✐♠♣❧✐❝✐t ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❝❛♣✐t❛❧
❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✖ t❤❡ t✇♦✲❡♥t✐t② ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞✐st✐♥❝t ✢♦✇s ♦❢
✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✱ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✳
❲✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❜② t②♣❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦st ❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s r❡❝❡✐✈❡✱ ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
❝❛♣t✉r✐♥❣ t❤❡ ❥♦✐♥t t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡s ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞
♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❛❧s♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ♦t❤❡r ♠❛❥♦r ♣r♦✈✐s✐♦♥s
✐♥ t❤❡ t❛① ❝♦❞❡✳✾ ❚❤✐s ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧
t❛① r❛t❡s ♦♥ ❛ ❣✐✈❡♥ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢t❡♥ ❞✐✛❡r ❢r♦♠ t❤❡✐r st❛t✉t♦r② ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①
r❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s✐♥❣✲✐♥ ❛♥❞ ✲♦✉t ♦❢ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♣r♦✈✐s✐♦♥s✳✶✵ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥
✷✵✶✼ ❛ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✇✐t❤ t❛①❛❜❧❡ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ ✩✷✺✶✱✺✵✵ ✇♦✉❧❞ ❢❛❝❡ ❛
st❛t✉t♦r② ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ♦❢ ✸✸✪ ✉♥t✐❧ t❤❡✐r ✐♥❝♦♠❡ ❡①❝❡❡❞s ✩✹✶✻✱✼✵✵✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡✐r ♣❡rs♦♥❛❧ ❡①❡♠♣t✐♦♥✭s✮ ✇♦✉❧❞ ❜❡❣✐♥ t♦ ♣❤❛s❡ ♦✉t ❛t ✩✷✺✶✱✺✵✵ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣❤❛s❡✲
♦✉t ❛t ✩✸✽✹✱✵✵✵✱ t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ✇♦✉❧❞ ❡①❝❡❡❞ t❤❡✐r
st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✩✷✺✶✱✺✵✵ ❛♥❞ ✩✸✽✹✱✵✵✵✳ ❖t❤❡r ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✖ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡❛r♥❡❞
✐♥❝♦♠❡ ❝r❡❞✐t✱ ❝❤✐❧❞ t❛① ❝r❡❞✐t✱ ❝❡rt❛✐♥ ✐t❡♠✐③❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦♥
✐t❡♠✐③❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ✖ ❝❛♥ s✐♠✐❧❛r❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✇❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛t✉t♦r② ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣
♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥❡✐t② ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ♦♥
❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡t❡s t❤❡ t❛① ❞❡t❛✐❧ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❡✛❡❝t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❤♦✐❝❡ s❡t ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞ s❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ♥♦t ❡①tr❛♥❡♦✉s❀ ✐t
✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❛❥♦r ■❘❈ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r
t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✇❡❞❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t✉t♦r② ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡
t❛①♣❛②❡rs ✇❤♦ ✐t❡♠✐③❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r ♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st✳ ❚♦ t❤❡
❡①t❡♥t t❤❛t ♠♦rt❣❛❣❡ s✐③❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐♥❝♦♠❡✱ t❤✐s ✇❡❞❣❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✐ts ✐♥❝❧✉s✐♦♥✳ ▼♦st
✽■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❡①♣❛♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r r❡✢❡❝t ❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❖▲●
♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧t ❜② t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❢♦r ✉s❡ ❜② t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s
❈♦♥❣r❡ss ✇✐t❤ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ ♠❛❥♦r t❛① ❧❡❣✐s❧❛t✐♦♥✳
✾❚❤❡s❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡✱ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❡♠♣t✐♦♥s✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❝r❡❞✐t✱ ❝❤✐❧❞ t❛① ❝r❡❞✐t✱ ❤♦♠❡ ♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r✲
❡st ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ s❛❧❡s✱ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② t❛① ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱
t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦♥ ♦✈❡r❛❧❧ ✐t❡♠✐③❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ♥❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ▼❡❞✐❝❛r❡ s✉rt❛①❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛r❡ ❝r❡❞✐t✳
✶✵❙❡❡ ❈❇❖ ✭✷✵✶✾✮ ❢♦r ❛ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ st❛t✉t♦r② ✈s✳ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① r❛t❡s ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳
✺
✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ r❡♠❛✐♥ ❛❣♥♦st✐❝
❛❜♦✉t ❤♦✇ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛✛❡❝t t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡
♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✳
✷✳✶ ❋✐r♠s
●♦♦❞s ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t✇♦ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ s❡❝t♦rs✱ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦✲
r❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦✜ts✳✶✶ ❋✐r♠s ✇✐t❤✐♥
❡❛❝❤ s❡❝t♦r ✜♥❛♥❝❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦♥❞s ❛♥❞ ❡q✉✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞
❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡ts✱ ❤✐r❡ ❧❛❜♦r ❢r♦♠ ♣❡r❢❡❝t ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡s❡ ✐♥✲
♣✉ts t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t♣✉t ❛t ♣r♦✜t ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❧❡✈❡❧s✳ ❖✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♥✉♠ér❛✐r❡ ❣♦♦❞✳ ❆s ✐♥ ●❡r✈❛✐s ✭✷✵✵✷✮✱ ❋❡r♥á♥❡③✲❱✐❧❧❛✈❡r❞❡
❛♥❞ ❑r✉❡❣❡r ✭✷✵✶✵✮✱ ❛♥❞ ❈❤♦ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s ✭✷✵✶✶✮✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❣♦♦❞ ❝❛♥ ❝♦st❧❡ss❧② ❜❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞✱ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s✱ ♦r ❛
❧✐q✉✐❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡t✳
●r♦✇t❤ ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✱ At✱ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❧❛❜♦r✲❛✉❣♠❡♥t✐♥❣ t♦ ❜❡ ❝♦♥✲
s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ♣❛t❤✳ ■t ❡✈♦❧✈❡s ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ At+1 = ΥAAt✱ ✇❤❡r❡ ΥA = (1 + υA) ✐s t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❛♥♥✉❛❧ ❣r♦ss r❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❜♦t❤ s❡❝t♦rs ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✉s❡ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡









1−α−g ❢♦r q = c, n ✭✷✳✶✮




t ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ♦✇♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❞✲
❡r❛❧✱ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✱ Kqt ❛♥❞ N
q
t ❛r❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣r✐✈❛t❡
❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ s❡❝t♦r q = c, n✱ ❛♥❞ Zq ✐s ❛ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t♦ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥♣✉ts ✐♥ ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥st❛♥t r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❡t✉r♥s t♦ s❝❛❧❡ ❢♦r ♣r✐✈❛t❡
❢❛❝t♦rs ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r
s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉r t✇♦ ❡♥t✐t② ✲ s✐♥❣❧❡ ♦✉t♣✉t ❣♦♦❞ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛ ♣✉❜❧✐❝ ❢❛❝t♦r ✐♥♣✉t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♦✉r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢❡❝t ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts
❧❡❛❞s t♦ ❡❝♦♥♦♠✐❝ r❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢✉❧❧② ❝❛♣t✉r❡❞ ❜② ✜r♠s✳
❆♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❤❛r❡ Λct < 1 ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❛✲
t✐♦♥ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t♦r ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❧❛❜♦r ✉♥❞❡r ♣❡r❢❡❝t ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts✱ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥
t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ s❤❛r❡ Λnt = 1−Λ
c
t ❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝✲








✶✶❲❡ ❞♦ ♥♦t ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜r♠ t♦ ❜❡ ❛ ❝♦r♣♦r❛t❡ ♦r ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❡♥t✐t② ❛s ✐♥ ❘❛❡✐
✭✷✵✷✵❜✮✳ ❘❛t❤❡r✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s t♦
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛♥❞ ❤✐r✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s✳
✻
❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ♦♥❡✲♣❡r✐♦❞ t✐♠❡✲t♦✲❜✉✐❧❞ ❢♦r ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧✱ s♦
t❤❛t t❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✉s❡❞ ❢♦r ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣❡r✐♦❞ ✐s ♣r❡❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ✐♥✈❡st♠❡♥t
❞❡❝✐s✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣❡r✐♦❞✳ ■♥✈❡st♠❡♥t ❞❡❝✐s✐♦♥s t❤❛t ❝❛✉s❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡




















−ΥPΥA + 1− δ
K)2Kqt ❢♦r q = c, n ✭✷✳✸✮
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❜t ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ r❡s♦✉r❝❡s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t






t ❢♦r q = c, n ✭✷✳✹✮
✇❤❡r❡ Bqt ✐s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ♥❡t st♦❝❦ ♦❢ ❞❡❜t ❤❡❧❞ ❜② t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠ ✐♥
s❡❝t♦r q✳
✷✳✶✳✶ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❙❡❝t♦r
❚❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ✜♥❛♥❝❡s ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ✇✐t❤ ❞❡❜t ✭❜♦♥❞s✮ ❛♥❞ ❡q✉✐t② ✭st♦❝❦ s❤❛r❡s✮✳
Pr♦✜t ✐s r❡♠✐tt❡❞ ❜❛❝❦ t♦ s❤❛r❡❤♦❧❞❡rs t❤r♦✉❣❤ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✳ ●❛✐♥s ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ s❤❛r❡s ✐♥❝r❡❛s❡✳ ❆s ✐♥ P♦t❡r❜❛ ❛♥❞ ❙✉♠♠❡rs ✭✶✾✽✹✮ ❛♥❞ ❍✉❜❜❛r❞
❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✺✮✱ t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛① r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥✈❡st♦r✲❤♦✉s❡❤♦❧❞ Rct ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ ❜♦t❤ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s gnsct ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉ts divt ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♣❡r✐♦❞ t✿
Rct =
(1− τ gt )gns
c





✇❤❡r❡ τ gt ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛❝❝r✉❛❧✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t t❛① r❛t❡ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ τ
d
t ✐s ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡
t❛① r❛t❡ ♦♥ ❞✐✈✐❞❡♥❞s✱ ❛♥❞ V ct ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✳ ❈❛♣✐t❛❧






t − shrt ✭✷✳✻✮
❚❤❡ ✜r♠✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ t✐♠❡ ♣❛t❤ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ Kct ❛♥❞ ❤✐r❡ t❤❡
q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r ✐♥♣✉t N ct t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✜r♠✬s ✈❛❧✉❡ ❛t t✐♠❡ t✳ ❘❡❛rr❛♥❣✲














(1− τ dt )divt − (1− τ
g
t )shrt





















✷✳ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱
✸✳ t❤❡ ❞❡❜t ✐ss✉❡s r✉❧❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✱ ❛♥❞
✹✳ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉t r✉❧❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✾✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜❡❧♦✇✳
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❛s❤ ✢♦✇ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✽✮ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✬s ✐♥tr❛✲




t ✱ ❛♥❞ ♥❡✇ s❤❛r❡ ✐ss✉❡s shrt ✖
♠✉st ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ♦✉t✢♦✇s ✖ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♠❡♥ts divt✱ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧
Ict ✱ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s txl
c
t ✱ ❛♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s slt
c
t ✳
❆s ✐♥ ❩♦❞r♦✇ ❛♥❞ ❉✐❛♠♦♥❞ ✭✷✵✶✸✮ t❤❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉t r❛t✐♦ κd ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
















✇❤❡r❡ it ✐s t❤❡ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ♦♥ ♣r✐✈❛t❡ ❜♦♥❞s✳ ❈♦r♣♦r❛t❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧
❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡✱ τ ct ✱ t✐♠❡s













✇❤❡r❡ dedct ❛♥❞ crd
c
t ❛r❡ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✬s ♥♦♥✲✇❛❣❡ t❛① ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝r❡❞✐ts r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳
▲❛st❧②✱ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦r✲








❲❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐ss✉❡s ❞❡❜t ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡
✜r♠✱ s❤❛r❡s ❛r❡ ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧② s♦❧❞ ♦r ❜♦✉❣❤t ❜❛❝❦✳ ◆❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s dstt ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡
♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❡❛r♥✐♥❣s t❤❛t ❛r❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t♦ ✐♥✈❡st♦rs ❛♥❞ t❛①❡❞ ❛t t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧✳
❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s♣❡❝✐❢② t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ✐♥✈❡st♦r✲❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛①
r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ t♦ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ❡q✉✐t②✱ Rnt ✱ ❞❡♣❡♥❞s ❜♦t❤ ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ gns
n
t ✱ ❛♥❞
❛❣❣r❡❣❛t❡ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♥❡t ♦❢ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s dst− txln✿
Rnt =
(1− τ gt )gns
n










❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ✐s ❞❡r✐✈❡❞





✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡
✜r♠ ✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ♣r✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥♣✉ts t♦ ♠❛①✐♠✐③❡✿
V nt (K
n






















t = dstt + I
n
t ✭✷✳✶✻✮
✷✳ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱ ❛♥❞
✸✳ t❤❡ ❞❡❜t ✐ss✉❡s r✉❧❡ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳
❆s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✱ ❡❛r♥✐♥❣s ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ r❡✈❡♥✉❡ ❧❡ss ✇❛❣❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st








❚❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ txlnt ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡
❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡✱ τnt ✱ t✐♠❡s t❤❡ t❛①❛❜❧❡ ❡❛r♥✐♥❣s ❜❛s❡ ✭✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s












❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✱ t❤❡ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ✐s ♥♦t ❧✐❛❜❧❡ ❢♦r t❛①❡s ❛t t❤❡ ❜✉s✐♥❡ss✲
❡♥t✐t② ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ txlnt t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ❞✐r❡❝t❧②✳
✾
❘❛t❤❡r✱ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣❛ss❡❞ t❤r♦✉❣❤ t♦ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✲❧❡✈❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡②
❛r❡ t❛①❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ♦t❤❡r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ r❡♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✳ ❆
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡s❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛t t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧ ✐s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳
✷✳✷ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s
❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✐s ♣♦♣✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ✜♥✐t❡❧②✲❧✐✈❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦
❛r❡ ❡① ❛♥t❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❢❛♠✐❧② t②♣❡✱ s✐♥❣❧❡ f = s ♦r ♠❛rr✐❡❞ f = m✱ ❛❣❡✱
j = 1, . . . , J ✱ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡s✱ z = 1, . . . , Z✱ ❛♥❞ ❡♥❞♦✇♠❡♥t t②♣❡✱ e = 1, . . . , E✳
❙✉r✈✐✈❛❧ ✐s ❝❡rt❛✐♥ ✉♥t✐❧ r❡t✐r❡♠❡♥t ❛❣❡ j = R s✉❝❤ t❤❛t πj = 1 ❢♦r j = 1, . . . , R✱ ❛♥❞
t❤❡r❡❛❢t❡r ✐s ✉♥❝❡rt❛✐♥✱ πj < 1 ❢♦r j = R+ 1, . . . , J − 1✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❡ J ✇❤❡r❡
πJ = 0✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❚❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❣r♦✇
❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❛t t❤❡ ❣r♦ss r❛t❡ ♦❢ ΥP ✳
❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ♦❢ ❛❣❡ j✱ ✇✐t❤ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡
z✱ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ f ✐s V f,zt,j (aj, h
o
j)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✲❧❡✈❡❧
st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿✶✷ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ aj❀ ❛♥❞ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣
st♦❝❦✱ hoj ✳ ❊❛❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤♦♦s❡s ♦♣t✐♠❛❧ ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡s aj+1 ❛♥❞ h
o
j+1 ✇❤✐❧❡ s✐♠✉❧t❛✲
♥❡♦✉s❧② ❝❤♦♦s✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥tr❛t❡♠♣♦r❛❧ ❝❤♦✐❝❡s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② U f,zt,j ✿
❝✉rr❡♥t ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② nj❀ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ c
i




r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ hrj ✳ ❖r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♠♣❧✐♠❡♥t❛r②✱ ❛♥❞
❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ ♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ cj✳ ❖✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✲
✐♥❣ ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t s✉❜st✐t✉t❡s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ hsj✳
✶✹ ❚❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞s ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s
♥❡st❡❞ ✐♥t♦ ❛ t❤✐r❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦♦❞ xj ✐♥ ❛ ❈❊❙ ❢❛s❤✐♦♥✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❜②
✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡
♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② nj ∈ N ≡ {0, n
PT , nFT} s✉❝❤ t❤❛t ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s ♠❛② ❝❤♦♦s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♥♦
✇♦r❦✱ ♣❛rt✲t✐♠❡ ✇♦r❦✱ ♦r ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ✇♦r❦✳✶✺✬✶✻ ❈♦sts t♦ ♠❛r❦❡t ✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ✉t✐❧✐t② ❝♦st
❛♥❞ ❛ ♠♦♥❡t❛r② ❝♦st✳ ❚♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ♦♣❡r❛t✐✈❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠❛r❣✐♥✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ❍♦❧t❡r ❡t ❛❧✳
✭✷✵✶✾✮ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❛t s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ ❛ ✜①❡❞ ✉t✐❧✐t② ❧♦ss ♦❢ F s ✐❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✶✷❲❤✐❧❡ ♣r✐❝❡s✱ t❛①❡s ❛♥❞ ✉t✐❧✐t② ❛r❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❦❡❡♣s tr❛❝❦ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r
t✐♠❡ ✉s✐♥❣ ❛❣❡✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝❧✉tt❡r✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ t✐♠❡ s✉❜s❝r✐♣t ✐♥ ✇❤❛t ❢♦❧❧♦✇s✳
✶✸❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❵✇❛r♠✲❣❧♦✇✬ ♠♦t✐✈❡ ✭❆♥❞r❡♦♥✐✱ ✶✾✽✾✮ t♦ ✐♥❝❡♥t✐✈✐③❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ ♠❛❦❡ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐❢ts✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜♥❛❧ ❣♦♦❞s✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛❣❡♥ts ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳
✶✹❲❡ ✐♥t❡r♣r❡t ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❛s t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s st♦❝❦ ♦❢ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❞✉r❛❜❧❡ ❣♦♦❞s✳
✶✺❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r r❡q✉✐r❡s ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ t❛① ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ❡✈❡r② ♣♦ss✐❜❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✲❧❡✈❡❧ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✐s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❝❤♦✐❝❡ s❡t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦♥❡✳
✶✻❆s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ✐♥ ❈❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✸✮✱ ✐♥❞✐✈✐s✐❜❧❡ ❧❛❜♦r ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②
❡❧❛st✐❝✐t② ✐s ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ r❡s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛❣❡s ❛❝r♦ss ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ✇❤✐❝❤
✐ts❡❧❢ ❞♦❡s ♥♦t ❢✉❧❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛❜♦r s✉❜✲✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✶✵
❡♥t❡rs t❤❡ ❧❛❜♦r ❢♦r❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ ❛ ✜①❡❞ ✉t✐❧✐t② ❧♦ss ♦❢ Fm ✐❢ t❤❡
s❡❝♦♥❞❛r② ❡❛r♥❡r ✇♦r❦s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ ●✉♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❛t (i)
t❤❡ ♠♦♥❡t❛r② ❝❤✐❧❞✲❝❛r❡ ❝♦st✱ κf,zj ✱ t❤❛t ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❛❧✐❢②✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts
✇✐t❤✐♥ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞✱ νf,zj ✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛r❦❡t ✇♦r❦ ❤♦✉rs ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r②
✇♦r❦❡r❀ ❛♥❞ (ii) t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ✇♦r❦❡r
❝♦♥t❛✐♥s ❛ s❡♣❛r❛❜❧❡ t❡r♠ ϕνf,zj ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐❢❡❝②❝❧❡ ❞✐s✉t✐❧✐t②
♦❢ ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✳
❲❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ s✐♠♣❧❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t✐♠❡ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✲
✉❛❧ s♣❡♥❞s ♦♥ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ✈❛r✐❡s ✐♥✈❡rs❡❧② ✇✐t❤ t❤❡✐r ❝❤♦s❡♥ q✉❛♥t✐t②
♦❢ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ nhfj (nj)✱ ✇✐t❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ❤♦♠❡✲♣r♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥✲
s✉♠♣t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ chj(nh
f
j )✳ ❉❡✜♥✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛s
t❤❡ s✉♠ ♦❢ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❤♦♠❡✲♣r♦❞✉❝❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❣♦♦❞s✱ ♦✉r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✉s❡
✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢❛❝❡ ❛ ❧♦ss ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ✇✐t❤
♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❤♦✉rs✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦st ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐♥❞✉❝❡s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥
♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ❛t ♦❧❞❡r ❛❣❡s ❛s ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❜② ❑✉❤♥ ❛♥❞ ▲♦③❛♥♦ ✭✷✵✵✽✮✳



























































































































✶✼❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❢♦r ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤
























j ) ✐❢f = m
✭✷✳✷✺✮







j + aj+1 + h
o
j+1 ≤ (1 + r
p










✇❤❡r❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛r❡ ♠❛r❦❡t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ cMj ✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣
c
g




j ✱ ❡♥❞✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ st♦❝❦ ♦❢ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ aj+1✱ ❛♥❞ ❡♥❞✲♦❢✲♣❡r✐♦❞
♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ hoj+1✳ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛r❡ t❤❡ s✉♠
♦❢ t❤❡ ❣r♦ss r❡t✉r♥ t♦ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ (1 + rpt )aj ❞❡♣♦s✐t❡❞ ❛t ❛
✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✱ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ st♦❝❦ ❧❡ss ❡❝♦♥♦♠✐❝
❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ (1 − δo)hoj ✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❝♦♠❡ i
f,z
t,j ❧❡ss ♥❡t t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s T
f,z
t,j ✱
❝❤✐❧❞✲❝❛r❡ ❝♦sts κf,zj ✱ ❛♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ξ
H
j ✳
◆♦♥✲❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇♦r❦✐♥❣ ②❡❛rs ❛♥❞ ❡q✉❛❧ t♦ s♦❝✐❛❧

















j ✐❢f = m
✭✷✳✷✼✮
✇❤❡r❡ wt ✐s t❤❡ ♠❛r❦❡t r❡❛❧ ✇❛❣❡ r❛t❡✱ ③
f,z
j ✐s ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✲s♣❡❝✐✜❝ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✱
❛♥❞ 0 < µz ≤ 1 ✐s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❡❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r②














j ✐❢f = m
✭✷✳✷✽✮
✇❤❡r❡ ccf,z > 0 ✐s ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❝♦st ♣❡r ❝❤✐❧❞✳ ❚❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ tr❛♥s❛❝✲
t✐♦♥ ❝♦sts ✐s ♥♦♥✲③❡r♦ ✇❤❡♥ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡✐r r❡s✐❞❡♥t✐❛❧ st❛t✉s✱ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠












❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ●❡r✈❛✐s ✭✷✵✵✷✮ ❛♥❞ ❈❤♦ ❛♥❞ ❋r❛♥❝✐s ✭✷✵✶✶✮✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ♣❡r♠✐tt❡❞ t♦











✇❤❡r❡ ②s,z < 0 ✐s t❤❡ ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✇❡❛❧t❤ s✉♣♣♦rt ❢♦r r❡♥t❡rs ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
0 ≤ γ ≤ 1 ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❞♦✇♥✲♣❛②♠❡♥t r❛t✐♦✱ ♦r t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡q✉✐t② ✇❤✐❝❤
❛ ❤♦♠❡♦✇♥❡r ♠❛② ❤♦❧❞ ✐♥ t❤❡✐r ❤♦♠❡✳ ❇♦t❤ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣




o ✐❢ hoj > 0 ✭✷✳✸✷✮
❋✉rt❤❡r ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❛t ❧❡❛st ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ❛ s✉❜s✐st❡♥❝❡









❙❤♦✉❧❞ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❛✛♦r❞ ❜♦t❤ ❝i ❛♥❞ ❤r✱ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✇✐❧❧





0, ❝i + pr❤r − bdgtf,zj
}
✭✷✳✸✺✮
✇❤❡r❡ bdgtf,zj ❞❡♥♦t❡s t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✷✻✮✳
■t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❡♥t❡r t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ❛♥
❡①♦❣❡♥♦✉s a1 ❛♥❞ ③❡r♦ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣✳ ❙❤♦✉❧❞ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❛❣❡ J ✱ t❤❡② ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❞✐❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♥❡t ✇♦rt❤✿
y1 = a1 ✭✷✳✸✻✮
ho1 = yJ+1 = 0 ✭✷✳✸✼✮
V
s,z
t,J+1 = 0 ✭✷✳✸✽✮
❙❤♦✉❧❞ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥st❡❛❞ ❞✐❡ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❡ J ✱ t❤❡② ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
✐♥❝✉r ❡♥❞✲♦❢✲❧✐❢❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ ceolt ✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡st❛t❡s ❝♦st❧❡ss❧② ❧✐q✉✐❞❛t❡❞ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ t❛①❡❞✱ ❛♥❞ r❡❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❢❛s❤✐♦♥ t♦ ❛❣❡♥ts ❛❣❡❞ j = 1✳✶✽
●✐✈❡♥ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❧✐♥❡❛r t❛① r❛t❡ ♦♥ ❡st❛t❡s ♦❢ τ beqt ❛♥❞ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❜❡q✉❡sts ✇❤✐❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡s t♦ Λ̄✱ ❡♥❞✲♦❢✲❧✐❢❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ s♦
✶✽❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✶ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✳
✶✸
t❤❛t✿












t,j dj dz − Λ̄ ✭✷✳✸✾✮
✷✳✸ ❋✐♥❛♥❝✐❛❧ ■♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s
❚❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s❡❝t♦r ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❝♦❤♦rts ♦❢ ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱
t✇♦✲♣❡r✐♦❞ ❧✐✈❡❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② t♦ ♣♦♦❧ s❛✈✐♥❣s ❢r♦♠ ❤♦✉s❡✲
❤♦❧❞s ❛♥❞ ✐♥✈❡st ✐♥ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ♣r♦♣❡rt②✳ ❊❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡
✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❤♦rt ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s
❜② ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ ❡♥❞✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ❞❡♣♦s✐ts Dt+1 ❛♥❞ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✉♣♦♥ ❛♥ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳
❚❤❡s❡ ❞❡♣♦s✐ts ♠❛② ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛❝r♦ss ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❡q✉✐t② V ct+1 ❛♥❞ V
n
t+1✱
❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦♥❞s Bct+1 ❛♥❞ B
n
t+1✱ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s B
g
t+1✱ ❛♥❞














❚❤❡ ❛ss❡ts r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛t t❤❡ ❡♥❞✲♦❢✲❧✐❢❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦❤♦rt ❛r❡ ❝♦st❧❡ss❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥t ❝♦❤♦rt✳
❈♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❡q✉✐t② ②✐❡❧❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✳
❲❤✐❧❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜♦♥❞s ②✐❡❧❞ ❛ ♣r❡t❛① r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♦❢ it+1✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
t❤❛t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s ②✐❡❧❞s ❛ ❧♦✇✱ ✏s❛❢❡✑ ♣r❡t❛① r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ρt+1✱ ✇❤✐❝❤
❞❡♣❡♥❞s ♣♦s✐t✐✈❡❧② ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❜♦♥❞ r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❜t✲♦✉t♣✉t r❛t✐♦✿








❚❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② r❡♥ts ♦✉t ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❛t ❛ ♣r✐❝❡ ♦❢ prt+1 ❛♥❞ ✐♥❝✉rs ❡①♣❡♥s❡s ❢r♦♠

















✇❤✐❝❤ ✐s r❡♠✐tt❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r❡t✉r♥ rpt+1 ♦♥ t❤❡✐r
❞❡♣♦s✐ts✳
❋♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❤♦rt✬s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥✲













✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❤❛s ♣❡r❢❡❝t❧② ❡❧❛st✐❝ ❞❡♠❛♥❞ ❢♦r
✶✹
❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❜♦♥❞s✳ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♥♦ ❛r❜✐tr❛❣❡ ♦♣✲
♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❡①✐st ✐♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤✐s ♥♦✲❛r❜✐tr❛❣❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛①
♠❛r❣✐♥❛❧ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ❢r♦♠ ❛❝r♦ss ❛❧❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✈❡❤✐❝❧❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧✐③❡❞✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣
t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛① r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❡q✉✐t② ✐♥
❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✺✮ ❛♥❞ ✭✷✳✶✸✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣r❡ss t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛s✿
Rct+1 = R
n






✇❤❡r❡ τ it+1 ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ♦♥ ✐♥t❡r❡st ✐♥❝♦♠❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s
❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛❢t❡r✲t❛① r❛t❡s ♦❢ r❡t✉r♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ❛ss❡t
✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t✱ t❤✐s ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ♣❡r❢❡❝t ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛r❦❡t ✐♠♣❧✐❡s ❛ ③❡r♦✲♣r♦✜t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡❛❝❤
♣❡r✐♦❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦❤♦rt✬s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❝❡✐✈❡ ❛







✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ ❜♦rr♦✇✐♥❣ r❛t❡ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤✳
✷✳✹ ●♦✈❡r♥♠❡♥t
✷✳✹✳✶ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ■♥❝♦♠❡ ❚❛①❛t✐♦♥
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❢❡❞❡r❛❧ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s✱ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s✱ ♣❛②r♦❧❧ t❛①❡s✱ st❛t❡ ❛♥❞
❧♦❝❛❧ t❛①❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ❜❡♥❡✜ts✳ ❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♦✉r ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✭■❚❈✮
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❛① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❈❚❙✮✱ ❡❛❝❤ ✐♥ t✉r♥✳
❲❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❵❤❛t✲♥♦t❛t✐♦♥✬ t♦ ❞❡♥♦t❡ ✐♥❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❥✉st❡❞
❢♦r ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ✐♥ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡ ✭❆●■✮✳✶✾ ❆❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ îf,zt,j ✱ ✐s ✇❛❣❡
✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣✲❛❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦r s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r r❡t✐r❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❆❞✲
❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s rpt â
f,z
t,j ✱ t❤❡ ❞❡♣♦s✐ts ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ❤❡❧❞ ❜② t❤❡
✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r②✱ ✇❤✐❝❤ ❡❛r♥ ❛ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r❡t✉r♥ rpt ✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡ ✢♦✇s✳ ❆❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ♣r❡❢✲







✷✵ ❲❡ ❞❡✜♥❡ t♦t❛❧ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss
♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t♦t❛❧ ❛❞❥✉st❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛s✿
✶✾❆❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❙❡r✈✐❝❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r t❛①
♣✉r♣♦s❡s✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝♦♠❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣❡rs♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❙❡❡ ▲❡❞❜❡tt❡r ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳
✷✵■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ♦✉r ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❜② s♦✉r❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss


















✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❜♦t❤ ♠❛❦❡s ✉♣ t♦t❛❧ ❆●■✳
■♥t❡r♥❛❧ ❚❛① ❈❛❧❝✉❧❛t♦r ❯♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♥❡t t❛① ✐♥❝♦♠❡ ❧✐❛❜✐❧✐t②
T f,zt,j ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✱ oit
f,z
t,j ✱ ♣❧✉s t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ citf,zt,j ✱ ♣❧✉s t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② s②st❡♠ ❢♦r
r❡t✐r❡❡s✱ τ prt,j î
f,z
t,j ✱ ❧❡ss ❢❡❞❡r❛❧ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts✱ trs
f,z

















❍♦✉s❡❤♦❧❞ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✱ oitf,zt,j ✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
st❛t✉t♦r② ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡✱ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝r❡❞✐ts✳ ❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ❝❤♦✐❝❡
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s t♦ ❛ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
t♦ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ■❘❈ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ♠♦❞❡❧❡❞✿ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
t❛① r❛t❡ ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❜❡❢♦r❡ t❛① ❝r❡❞✐ts✱ τ ot ✱ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛t✉t♦r② t❛①
r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✐♥ t❤❡ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✱ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ordf,zt,j ✱ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ded
f,z
t,j ✳ ❚❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ✈❛r✐❡s ❛s s♦♠❡ ❛r❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ♦♥❧②✱ s♦♠❡ ❛r❡ ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❜r♦❛❞❡r ✐♥❝♦♠❡ s♦✉r❝❡s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ❛r❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
❝❤♦✐❝❡s ♠❛❞❡ ❜② t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✭♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣✱ hot,j ❛♥❞ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✱ c
g
t,j✱
✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮✳ ❆❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✛❡❝t✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✶✮✳ ❉✉❡
t♦ t❤❡ r❡❢✉♥❞❛❜✐❧✐t② ♦❢ s♦♠❡ ❝r❡❞✐ts✱ crdf,zt,j ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡✱ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s









− crdf,zt,j − tra
f,z
t ✭✷✳✹✾✮































✇❤❡r❡ ❜♦❧❞ ❡♠♣❤❛s✐s ❞❡♥♦t❡s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✾✮✱ ✐s ❛
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ ✲ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥t traf,zt ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛
♥♦♥✲❞✐st♦rt✐♦♥❛r② ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝
❣r♦✉♣ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❢❛❝❡ ❛ t❛r❣❡t ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤✐s tr❛♥s❢❡r ♠❛②
✶✻
❜❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❣r♦✉♣s✱ ❛♥❞ ✐s ③❡r♦ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
s✉♣♣❧✐❡s ♥♦ ❧❛❜♦r✳
❆ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② ♦♥ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r t♦t❛❧ ❆●■








❚❤✐s ♠❛♣♣✐♥❣✱ ❧✐❦❡ t❤❛t ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ❜❡ ❛s ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ■❘❈ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳ Pr❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ s♦✉r❝❡s ❛r❡ t❛①❡❞ ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧♦✇❡r r❛t❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡✳
❲♦r❦✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♣❛② ✐♥t♦ t❤❡ ❙♦❝✐❛❧ ❙❡❝✉r✐t② ♣r♦❣r❛♠ ❛t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ♣❛②r♦❧❧ t❛①










✐❢ j ≤ R ✭✷✳✺✹✮
❚❤❡ ♣❛②r♦❧❧ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛❣❡✳
❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❚❛① ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❯♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙✱ ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✱
T f,zt,j ✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡✱ wit
f,z












t,j ✱ ❧❡ss ❢❡❞❡r❛❧ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts✱ trs
f,z
t,j ✱ ♣❧✉s st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✱ slt
f,z
t,j ✿

















✇❤❡r❡ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s s❡♣❛r❛t❡ ❜❛s❡s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡✐r ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❋♦r t❤❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣✲❛❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❇é♥✲
❛❜♦✉ ✭✷✵✵✷✮ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧②✲✉s❡❞ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ t❤❛t ❣❡♥❡r❛t❡s
s♠♦♦t❤ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ♦✈❡r ✐♥❝♦♠❡ ✭●✉♥❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❀
❍❡❛t❤❝♦t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❀ ❍♦❧t❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾✮✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡✱
❛❧❧♦✇s ❢♦r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ r❡❢✉♥❞❛❜❧❡ t❛① ❝r❡❞✐ts✱ ❛♥❞
✐s ❡❛s✐❧② ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡
❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ❛t t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ■t t❛❦❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠ ♦✈❡r











2 − traf,zt ✐❢ j ≤ R ✭✷✳✺✻✮
✇❤❡r❡ λf1 ❛♥❞ λ
f
2 ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ t♦❣❡t❤❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥❝♦♠❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡
t❛① r❛t❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛t t❤❡
❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❆s ✇✐t❤ t❤❡ ■❚❈✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡rs traf,zt ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s
✶✼
❛ ♥♦♥✲❞✐st♦rt✐♦♥❛r② ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❛r❣❡t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡
❢♦r (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✱ ❜✉t s❡t t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞②
st❛t❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙✳
❆✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ♦♥ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✲
❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ✢❛t t❛① r❛t❡s✱ ♦♥❡ ❡❛❝❤ ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣ s✐♥❣❧❡✱ ✇♦r❦✐♥❣ ♠❛rr✐❡❞✱
r❡t✐r❡❞ s✐♥❣❧❡✱ ❛♥❞ r❡t✐r❡❞ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❚❤❡s❡ t❛① r❛t❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② τ̄k,ft,j ✳
❲❤✐❧❡ ♣❛②r♦❧❧ t❛①❡s ❛r❡ ❧❡✈✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛♥♥❡r ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ t❤❡
s♣❡❝✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙❡❝✉r✐t② ❙❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② r❡t✐r❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐s














✐❢ j ≤ R
τ̄
SS,f,z
t ✐❢ j > R
✭✷✳✺✼✮
✷✳✹✳✷ ❋❡❞❡r❛❧ ●♦✈❡r♥♠❡♥t






t ✱ ❛r❡ t❤❡ s✉♠
♦❢ t❛① r❡❝❡✐♣ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♦♥ ❡st❛t❡s ❧❡❢t ❜② t❤❡ ❞❡❛❞✳
❚❤❡s❡ r❡❝❡✐♣ts✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❜♦♥❞ ✐ss✉❡s✱ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡❞ ♣✉❜❧✐❝ ❝♦♥s✉♠♣✲
t✐♦♥✱ Cfedt ✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ I
fed
t ✱ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s TR
fed
t ✳ ❚❤❡











t+1 − (1 + ρt)B
g
t ✭✷✳✺✽✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ❢❡❞❡r❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❢♦❧❧♦✇s✿
G
fed




❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✽✮ st❛t❡s t❤❛t ❢❡❞❡r❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♦♥ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞
❝❛♣✐t❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♥♦ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t♦t❛❧ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ♥❡t ♦❢ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts ♣❧✉s ♥❡✇ ❞❡❜t
✐ss✉❡s✱ Bgt+1 − B
g
t ✱ ❧❡ss ✐♥t❡r❡st ♣❛✐❞ ♦♥ ♦❧❞ ❞❡❜t ρtB
g
t ✳ ❚♦ r✉❧❡ ♦✉t ❡①♣❧♦s✐✈❡ ❞❡❜t ♣❛t❤s✱









✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝✉rr❡♥t st♦❝❦ ♦❢ ❞❡❜t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t✲❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢
❛❧❧ ❢✉t✉r❡ ♣r✐♠❛r② s✉r♣❧✉s❡s ❛❧♦♥❣ ❛♥② ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❛t❤✳
❚♦t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ txlhht ❝♦♥s✐st
♦❢ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❢r♦♠ ❜♦t❤ ❧❛❜♦r ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣❛②r♦❧❧ t❛①❡s ❛♥❞ t❛①
❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦♥ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡✳ ❘❡✲❛rr❛♥❣✐♥❣ ❡✐t❤❡r ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✹✽✮ ♦r ✭✷✳✺✺✮✱ t❤✐s
✶✽















Ωf,zt,j dj dz ✭✷✳✻✶✮
❚♦t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❢r♦♠ ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s✱ txlct ✱ ❛r❡ ❞❡✲












❚❛①❡s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❡st❛t❡s ❧❡❢t ❜② ❞❡❝❡❛s❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❲❡ s♣❡❝✐❢② t❤❛t t❤❡ t❛①
r❛t❡ τ beqt ✐s ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ✉♥r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❜❡♥❡❢❛❝t♦r ♦r ❜❡♥❡✜❝✐❛r② ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ♦t❤❡r
✐♥❝♦♠❡✳ ▲❡tt✐♥❣ yt+1,j+1 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❡♥❞✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ✜♥❛♥❝✐❛❧
✇❡❛❧t❤ at+1,j+1 ❛♥❞ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ✇❡❛❧t❤ h
o
t+1,j+1✱ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧















t,j dj dz ✭✷✳✻✷✮
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ♣❛②♠❡♥ts t♦ r❡t✐r❡❡s✱ ssf,zt,j ✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s r❡❝❡✐✈❡ tr❛♥s❢❡r
♣❛②♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✱ trsf,zt,j ≡ trlt+trw
f,z
t,j ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❧✉♠♣✲s✉♠
♥❡t tr❛♥s❢❡rs ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t

















Ωf,zt,j dj dz ✭✷✳✻✸✮
✷✳✹✳✸ ❙t❛t❡ ❛♥❞ ▲♦❝❛❧ ●♦✈❡r♥♠❡♥t
❚♦t❛❧ t❛①❡s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t T slt ❛r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢
t❛① r❡❝❡✐♣ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ r❡❝❡✐♣ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ s♣❡♥t ♦♥ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s
Cslt ❛♥❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ I
sl
t ✳ ❲❡ s♣❡❝✐❢② ❛♥ ✐♥tr❛♣❡r✐♦❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞✲






✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❢♦❧❧♦✇s✿




❚❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✇❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡













✇❤❡r❡ τ slt ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r t❛① r❛t❡ t❛❦❡♥ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❞✉❝t✐❜❧❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧
✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ s❛❧❡s t❛① ❛♥❞ τ slpt ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡ ♦♥ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ♣r♦♣❡rt②✳
❚❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ♦✇❡❞ ❜② ❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s ❛t t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❧❡✈❡❧ ✇❡r❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥






















❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✐♥❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ✉t✐❧✐t② s✉❜❥❡❝t t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts❀
❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ t❤❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s❀ ♣r♦✜t✲♠❛①✐♠✐③✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜② t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s❀ ❛ s❡t ♦❢ ♣r✐❝❡s t❤❛t ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ❝r♦ss✲s❡❝t♦r ♣r✐❝❡✲❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❧❡❛r✐♥❣
✐♥ ❢❛❝t♦r✱ ❛ss❡t✱ ❛♥❞ ❣♦♦❞s ♠❛r❦❡ts❀ ❛♥❞ ❛♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡t ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❛❣❣r❡❣❛t❡s t❤❛t ❛r❡
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❜✉❞❣❡t ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧✱ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥ts✳ ❲❤❡♥ ✐♥
tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r♠✱ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❣r♦✇t❤ ♣❛t❤✳
✸ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❜♦t❤ ♥♦♥✲t❛① ❛♥❞ t❛① ♣♦❧✐❝② ♣❛r❛♠❡t❡rs✱
❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ r❡❧② ❤❡❛✈✐❧② ♦♥ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✬s ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❛①
▼♦❞❡❧ ✭❏❈❚✲■❚▼✮ ❢♦r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① r❡t✉r♥s
✜❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❙❡r✈✐❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❜② t❤❡ ❙t❛t✐st✐❝s ♦❢ ■♥❝♦♠❡ ✭❙❖■✮
❞✐✈✐s✐♦♥✳✷✶ ■♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✈❛r② t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❛t❛✱ r❡❝❡♥t
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s t♦ ❝♦♥str✉❝t ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ ✷✵✶✼ ❯♥✐t❡❞
❙t❛t❡s ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❛① ❧❛✇ ❛s ❝❧♦s❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞②✲st❛t❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
✷✶❏♦✐♥t ❈♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ ❚❛①❛t✐♦♥✬s ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❛① ▼♦❞❡❧ ✐s ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ◆❇❊❘✬s ❚❆❳❙■▼
♠♦❞❡❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ ❚❆❳❙■▼ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❖■ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ✉s❡ ✜❧❡s✱ t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼ ❣❡♥❡r❛❧❧②
✉s❡s ♠♦r❡ ❛ r❡❝❡♥t✱ ❝♦♥✜❞❡♥t✐❛❧ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❛① r❡t✉r♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❙❖■ ❞✐✈✐s✐♦♥ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❜r♦❛❞❡r s❡t
♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛♥ ❞♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝ ✉s❡ ❞❛t❛✳ ❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✺✮✳
✷✵
✸✳✶ ◆♦♥✲❚❛① P♦❧✐❝② P❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❚❛r❣❡ts
❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s
❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✷✵❜✮✱ ✇✐t❤ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠
t❤❛t str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✶✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
s❡❝t♦r ❛♥❞ ♥♦♥✲t❛① ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ✐♥ ♦✉r ❡❝♦♥♦♠② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ❆✳✶✳✷
❛♥❞ ❆✳✶✳✸✳ ❙❡❧❡❝t ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✶✱ ✇✐t❤ ❦❡②
❛❣❣r❡❣❛t❡ t❛r❣❡ts ❢♦r ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✱ ❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ❆✷ ❛♥❞ ❆✸✳
✸✳✷ ❚❛① P♦❧✐❝② P❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❚❛r❣❡ts
✸✳✷✳✶ ❆❞❥✉st♠❡♥ts t♦ ●r♦ss ■♥❝♦♠❡
❆❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❙❡r✈✐❝❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡
✐♥❝♦♠❡ ❢♦r t❛① ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜②
t❤❡ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s ✭▲❡❞❜❡tt❡r✱ ✷✵✵✼✮✳ ❙✐♥❝❡ ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡ ♠✉st
❜❡ ♠❛❞❡ ✇❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ t❛① s②st❡♠ t♦
❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜❛s❡✳ ❚❤✐s ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ ❵❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
r❛t✐♦s✬✱ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳
✸✳✷✳✷ ❈❛♣✐t❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❚❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡ k t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r②✱ sot,k✱ ♦r ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✱
s
p
t,k✱ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t✇♦ t❡r♠s✳ ▲❡t µt,k ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s s❤❛r❡ ♦❢
t♦t❛❧ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡ k✱ s♦ t❤❛t
∑
µk = 1✳ ◆❡①t✱ ❧❡t µ̄
o
t,k
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s s❤❛r❡ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡ k t❤❛t ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r②
❢♦r t❛① ♣✉r♣♦s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼ ❢♦r ✷✵✶✼✳✷✷ ❚❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ s❤❛r❡s






t,k = (1− µ̄
o
t,k)µt,k







❚❤❡s❡ s❤❛r❡s ❛r❡ ❢r❡❡ t♦ ✈❛r② ✇✐t❤ ♣♦❧✐❝② t❤r♦✉❣❤ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡s t♦ µk✳ ▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❛
❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❜② ❡✐t❤❡r sot,k ♦r s
p
t,k ②✐❡❧❞s t❤❡ ♦r❞✐♥❛r② ♦r ♣r❡❢❡rr❡❞ q✉❛♥t✐t②
✷✷❚❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡✱ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ✐♥❝♦♠❡✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ ✐♥t❡r❡st
✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ r❡♥t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r② ❛r❡ ✶✵✵✪✱ ✷✺✳✸✪✱ ✾✳✺✪✱ ✻✵✪✱ ❛♥❞ ✶✵✵✪ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✷✶
♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♦❢ t②♣❡ k✳ ❚❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❤❛t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
✸✳✷✳✸ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❚❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❚❛① ❈❛❧❝✉❧❛t♦r
❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠♦❞❡❧s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ■♥t❡r♥❛❧ ❘❡✈❡♥✉❡ ❈♦❞❡ ❢♦r ✷✵✶✼✿ t❤❡ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✱
st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ❢♦r ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ s♣❡❝✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t②
✐♥❝♦♠❡✱ ♣❡rs♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡①❡♠♣t✐♦♥s✱ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❡❛r♥❡❞ ✐♥❝♦♠❡ ❝r❡❞✐t✱
❝❤✐❧❞ t❛① ❝r❡❞✐t✱ ❤♦♠❡ ♠♦rt❣❛❣❡ ✐♥t❡r❡st ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ s❛❧❡s✱ ❛♥❞
♣r♦♣❡rt② t❛① ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ♥❡t ✐♥✈❡st♠❡♥t ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ▼❡❞✐❝❛r❡
s✉rt❛①❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛r❡ ❝r❡❞✐t✳
❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❢❡❞❡r❛❧ t❛① r❛t❡s ♦♥ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥ ❡❛❝❤ (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♠❛t❝❤ t❤♦s❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡
❏❈❚✲■❚▼✱ ✇❡ s❡t traf,z ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ▼♦♦r❡
❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✷✵❜✮✳ ❚❤❡ ✜t ♦❢ t❤❡s❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s t♦ t❤❡ t❛r❣❡ts ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡s
✶ ❛♥❞ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐s♣❧❛② ❛✈❡r❛❣❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①
❧✐❛❜✐❧✐t②✱ ❜♦t❤ ❢♦r ❡❛❝❤ (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✳✷✸
❚❤❡ ❖❆❙❉■ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛②r♦❧❧ t❛① r❛t❡ ♦❢ ✶✷✳✹✪ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss
❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✉♣ t♦ t❤❡ ✷✵✶✼ t❛①✲❧❛✇ t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ ✩✶✷✼✱✷✵✵ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✇♦r❦❡r✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❖❆❙❉■ ❜❛s❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇♦r❦❡r ✐♥ ♠❛rr✐❡❞
❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❙♦ t❤❛t ♣❛②r♦❧❧ t❛① r❡❝❡✐♣ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦✉t♣✉t ❛r❡ ❛❜♦✉t ✹✳✹✪ ❛s ❡st✐♠❛t❡❞
❜② ❈❇❖ ❢♦r ✷✵✶✼✱ ❖❆❙❉■ ❜❛s❡s ❛r❡ s❝❛❧❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❛❝r♦ss ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ♣r♦❞✉❝❡s ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡
t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ ♦✉t♣✉t r❛t✐♦s t❤❛t ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼
❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡ k✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥❝♦♠❡
t②♣❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳ ❚❛❜❧❡ ✹ s❤♦✇s t❤❡ t❛r❣❡ts ❛♥❞ ❛❝t✉❛❧ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s
♣r♦❝❡ss ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡✳✷✹
✸✳✷✳✹ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❚❛①❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❚❛① ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
❋♦r t❤❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✺✻✮✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs {λf1 , λ
f
2} ❛r❡ s❡t ✐♥
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ t❛r❣❡t ❛♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡✱ ATR
f
✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡✱ EMTR
f
✱ ❜♦t❤ ❛t t❤❡ ❢❛♠✐❧②✲❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿✷✺
✷✸❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ✜❣✉r❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✜❣✉r❡s ✐♥
❚❛❜❧❡ ✷ ❢♦r ❡❛❝❤ (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✳ ❲❡ r❡♣♦rt t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❡♣❛r❛t❡❧② ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✶✱ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t♦ ♠❡❡t t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥❝♦♠❡ t❛r❣❡t✳
✷✹❙✐♥❝❡ r❡♥t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ t❛①
tr❡❛t♠❡♥t ❛s ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡ t❛❜❧❡s ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ t✇♦✳
































✇❤❡r❡ λf1 ♠✉st ❜❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❣✐✈❡♥ ✐ts ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛❞❥✉st❡❞
❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢❡rs traf,z ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡✳
❚❛❜❧❡ ✷ s❤♦✇s t❤❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r
(f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss
❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❧❡✈❡❧s s❤♦✇♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳
❚❤❡ ❛❣❡ ❣r♦✉♣ ✲ ♠❛r✐t❛❧ st❛t✉s s♣❡❝✐✜❝ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① r❛t❡s✱ τ̄k,fj ✱ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼ ❛s t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡
✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❆●■ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❣r♦✉♣✳ ●✐✈❡♥ t❤❡s❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s t❛① r❛t❡s✱ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❛❞❥✉st♠❡♥t t♦ ❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷ s♦ t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ♠❛t❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳
❲❤✐❧❡ ♣❛②r♦❧❧ t❛①❡s ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❢♦r ✇♦r❦✐♥❣ ❛❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ❈❚❙ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥ ❛s ✐s ❞♦♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✱ t❤❡
s♣❡❝✐❛❧ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✈✐❛ ❡①♦❣❡♥♦✉s
❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s τ̄SS,f,z ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼ ❢♦r ❡❛❝❤ (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✳ ❚❤❡
❣r♦ss s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡ ❜❛s❡ ✐s s❝❛❧❡❞ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❢♦r ❛❧❧ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s s♦ t❤❛t s♦❝✐❛❧
s❡❝✉r✐t② t❛① r❡❝❡✐♣ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ♠❛t❝❤❡s t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ ✵✳✶✽✪ ✐♥ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡✳
✸✳✷✳✺ ❋✐r♠ ❚❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖t❤❡r ❚❛①❡s
❲❤✐❧❡ t❤❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐✛❡rs ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s✱ ✜r♠✲❧❡✈❡❧ t❛①❛t✐♦♥
✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❈❚❙✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①
r❛t❡s✱ {τ c, τnc, τ d, τ i, τ g}✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧② t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥✲
❝♦♠❡✱ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ✐♥❝♦♠❡✱ ✐♥t❡r❡st ✐♥❝♦♠❡✱ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s ❛r❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② s❡t t♦ t❤♦s❡
✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼ ❢♦r ②❡❛r ✷✵✶✼✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞
♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s t♦ ❞❡❞✉❝t ❢r♦♠ t❛①❛❜❧❡ ✐♥❝♦♠❡ t❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ❡①♣❡♥s❡✱ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❛①
❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡ts✱ ❛♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡
t❤r♦✉❣❤ dedc ❛♥❞ dednc✳ ❲❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡ t❤❡ ❧✉♠♣✲s✉♠ ❝r❡❞✐t✱ crdc ❛♥❞ crdnc
s♦ t❤❛t ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦✉t♣✉t ❡❛❝❤ ♠❛t❝❤ ❛♥ ❡♠✲
♣✐r✐❝❛❧ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❢♦r ✷✵✶✼✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ✇❡ t❛r❣❡t t❤❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t② t♦ ♦✉t♣✉t
r❛t✐♦ ♦❢ 1.68% ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❈♦♥❣r❡ss✐♦♥❛❧ ❇✉❞❣❡t ❖✣❝❡ ✭❈❇❖✮ ✐♥ t❤❡ ❚❤❡ ❇✉❞❣❡t
❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖✉t❧♦♦❦✿ ✷✵✶✼ t♦ ✷✵✷✼✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ✇❡ t❛r❣❡t ❛ r❛t✐♦ ♦❢
✷✸
1.36% ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼✳✷✻
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢❡❞❡r❛❧ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❡st❛t❡s✱ τ beq✱ ✐s s❡t ✐♥t❡r♥❛❧❧② s♦ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❛❣❣r❡✲
❣❛t❡ ❡st❛t❡ t❛①❡s t♦ ♦✉t♣✉t ✐s ✵✳✵✵✶✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ r❛t✐♦ ♦❢ ❡st❛t❡ ✭❛♥❞ ❣✐❢t✮ t❛①❡s
t♦ ●❉P ❢r♦♠ t❤❡ ❈❇❖ ❢♦r ✷✵✶✼✳ ❚❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts trsf,zj ❝♦♥s✐sts t❤❡ s✉♠
♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❧✉♠♣✲s✉♠ ♥❡t tr❛♥s❢❡r✱ trl✱ ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡rs✱ trwf,zj ✳ ❚❤❡
❧✉♠♣✲s✉♠ ♥❡t tr❛♥s❢❡r ✐s s❡t t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✹✵✪ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts
❢❡❞❡r❛❧ tr❛♥s❢❡rs ✭❧❡ss t❤♦s❡ ❢♦r ❖❆❙■✱ ▼❡❞✐❝❛r❡✱ ▼❡❞✐❝❛✐❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❧❛② ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❛①
❝r❡❞✐ts✮ ♠✐♥✉s ❢❡❞❡r❛❧ ❡①❝✐s❡ ❛♥❞ ♠✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s t❛①❡s✳ ❚❤❡ ✇❡❧❢❛r❡ tr❛♥s❢❡r ✐s t♦ ❡♥s✉r❡
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ✈❡r② ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦♥s✉♠❛❜❧❡ r❡s♦✉r❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ ♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❛♥❞ ❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✺✮✳
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① r❛t❡ τ sl ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② s❡t t♦ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛t❡ ♦❢ ✺✳✽✶✪
♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣r❡❛t❡r ♦❢ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ✐♥❝♦♠❡ ♦r s❛❧❡s
t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ t❛① ✉♥✐t ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼ ❢♦r ✷✵✶✼✳ ❚❤❡ st❛t❡ ❛♥❞
❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② t❛① r❛t❡ τ slp ✐s s❡t t♦ 0.0105×0.7174 = 0.0075✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡
♥❛t✐♦♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦♣❡rt② t❛① r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ st❛t❡✲❧❡✈❡❧ ❡st✐♠❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧
❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❍♦♠❡❜✉✐❧❞❡rs ❢♦r ✷✵✶✵✲✷✵✶✹✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ r❡s✐❞❡♥t✐❛❧
❝❛♣✐t❛❧ t❤❛t ✐s ♥♦t ❝♦♥s✉♠❡r ❞✉r❛❜❧❡s ❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ◆■P❆ ❢♦r ✷✵✵✼✲✷✵✶✻✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
❧✐♥❡❛r st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① r❛t❡ ♦♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ τ slc ✐s ✐♥t❡r♥❛❧❧② s❡t t♦ t❛r❣❡t ❛ r❛t✐♦
♦❢ st❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ t❛① r❡❝❡✐♣ts t♦ ♦✉t♣✉t ✵✳✵✵✸✽✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✷✵✵✼✲✷✵✶✻
❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ◆■P❆ ❡st✐♠❛t❡s✳
✹ ❚❤❡ P♦rt❢♦❧✐♦✲❊✛❡❝t✿ ❆♥ ■❧❧✉str❛t✐✈❡ ❊①❛♠♣❧❡
❚♦ ♠♦t✐✈❛t❡ ♦✉r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ st②❧✐③❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤②✲
♣♦t❤❡t✐❝❛❧✱ ❤✐❣❤✲✐♥❝♦♠❡ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✇✐t❤♦✉t ❝❤✐❧❞r❡♥✱ ❡❛r♥✐♥❣ ✩✷✵✵✱✵✵✵ ♦❢ ❛❞❥✉st❡❞
❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ✷✵✶✼✳ ❚❤✐s ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛ ❢❡❞❡r❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛①
r❛t❡ ✭❊▼❚❘✮ ♦❢ ✷✻✳✸✼✪ ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ■❚❈✳✷✼✬✷✽ ❙❤♦✉❧❞ t❤✐s
❤♦✉s❡❤♦❧❞ r❡❝❡✐✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✩✷✺✱✵✵✵ ✐♥ q✉❛❧✐✜❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡✐r ❊▼❚❘ ♦♥
♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❛✛❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ❛r❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐✲
t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❛①❡❞ ❛t s♣❡❝✐❛❧ ❧♦✇ r❛t❡s ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡ ❜❛s❡✳ ■❢ t❤✐s ❤♦✉s❡❤♦❧❞
✐♥st❡❛❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✩✷✺✱✵✵✵ ✐♥ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ t❤❡✐r ❊▼❚❘ ♦♥
♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t♦ ✸✹✳✽✽✪ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐✲
♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❛①❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ♦♥ ❛ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ t❛① s❝❤❡❞✉❧❡✳ ❲✐t❤ ❛
✷✻❆❧t❤♦✉❣❤ t❛①❡s ❛r❡ ♥♦t ❧❡✈✐❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✱ t❤❡ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✬s ❜❡❤❛✈✐♦r
♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ ♣❛✐❞ ❛t t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♦♥❧② t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t✬s ❜✉❞❣❡t
❝♦♥str❛✐♥t ❛r❡ t❤♦s❡ ❛t t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❡✈❡❧✳
✷✼❲❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❊▼❚❘ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ✶✪ t♦ t❤❡ t❛①♣❛②❡r✬s ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✳
✷✽❚❤❡ ❊▼❚❘ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❊▼❚❘ ❞♦❡s ♥♦t ❝❛✉s❡ t❤❡ t❛①♣❛②❡r t♦ ♠♦✈❡ ❛❝r♦ss st❛t✉t♦r② ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① ❜r❛❝❦❡ts✳
✷✹
r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❡r❝❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❛❢t❡r✲t❛① r❡t✉r♥ t♦ ❧❛❜♦r ♦❢ ✲✶✶✳✺✻✪ ✐♥ t❤❡
❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤✐s ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✇♦✉❧❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ❜② ✸✳✺✪ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲
❝♦♥st❛♥t ❡❧❛st✐❝✐t② ♦❢ ✵✳✸✵✳
■♥ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥t❡rt❡♠♣♦r❛❧ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✲❧❡✈❡❧ ❜❡❤❛✈✐♦r❛❧ r❡s♣♦♥s❡s ❛❧s♦ ✐♥✲
✈♦❧✈❡ t✐♠✐♥❣ s❤✐❢ts ❛♥❞ ❛ s❛✈✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❛① tr❡❛t♠❡♥t
♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❝❛♥ ❛✛❡❝t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❧❛❜♦r ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ❝❤♦✐❝❡s ✐♥ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❡
s✐♠✉❧❛t❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♦♥❡✲②❡❛r s❤♦❝❦s t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳ ■♥
t❤❡ ✜rst ❡①❛♠♣❧❡ ❛❧❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② r❡✲❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡
❢♦r ✷✵✶✽ ✭②❡❛r ✶✮ ❛♥❞ t❛①❡❞ ❥♦✐♥t❧② ✇✐t❤ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡①❛♠♣❧❡ ❛❧❧
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s r❡✲❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ t❛①❡❞ ❛s ❛ s❡♣❛r❛t❡
❜❛s❡ ❢♦r ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞✳ ■♥ ✷✵✶✾ ✭②❡❛r ✷✮✱ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡ r❡✈❡rts ♣❡r♠❛♥❡♥t❧② t♦ ✐ts ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳✷✾ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r❡t❛① ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡✈❡r②
❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤✐s s❤♦❝❦ ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t
✐♥ t❤❡ ❈❚❙✳ ❚❤❡ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡s ❢♦r t❤❡ ■❚❈ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶ ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡q✉✐❧✐❜✲
r✐✉♠✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ r❡✲♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡✐r ❧✐❢❡t✐♠❡ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❤✐❧❡
❤♦❧❞✐♥❣ ♠❛r❦❡t ♣r✐❝❡s ❝♦♥st❛♥t ❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡ s❤✐❢t t♦ ♦r❞✐♥❛r②
tr❡❛t♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ❝❛✉s❡s t❤❡ ❊▼❚❘ ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛♥ ✐♠♠❡✲
❞✐❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡ s❤✐❢t t♦ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ tr❡❛t♠❡♥t
❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ❊▼❚❘ ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
❧❛❜♦r s✉♣♣❧②✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ st♦❝❦ ♦❢ s❛✈✐♥❣s ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ❧❛❜♦r
s✉♣♣❧② t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✲s♠♦♦t❤✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡
t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡✐r ❛❢t❡r✲t❛① ❧✐❢❡t✐♠❡ r❡s♦✉r❝❡s✳✸✵
❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ❡①❛♠♣❧❡s r❡♣r❡s❡♥t ❡①tr❡♠❡ s✇✐♥❣s ✐♥ t❤❡ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡② ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ♦✉r ♣❛♣❡r✿ ❈❛r❡❢✉❧ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡
❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ❛s ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❤❛s ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ s❛✈✐♥❣s ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♣♦❧✐❝②✲✐♥❞✉❝❡❞
❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❣❡♥❡r❛t❡
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳
✺ P♦❧✐❝② ❊①♣❡r✐♠❡♥ts
❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ t❛① ❝❤❛♥❣❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❝❡♥t❧②✲❡♥❛❝t❡❞ ✏❚❛① ❈✉ts ❛♥❞ ❏♦❜s
❆❝t✧✿ (i) t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥❀ ❛♥❞ (ii) t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡
❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✭■❚❈✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
✷✾■♥ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ st❡❛❞② st❛t❡✱ ❛❜♦✉t ✻✻✪ ♦❢ t♦t❛❧ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s
♦r❞✐♥❛r②✳ ❙✐♥❝❡ ❡✈❡r② ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ t❤❡♥ ❢❛❝❡s t❤❡ s❛♠❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ s❤♦❝❦✳
✸✵■❢ t❤❡ s❤♦❝❦ ✇❡r❡ t♦ ♣❡rs✐st ❢♦r ❛ s❡❝♦♥❞ ♣❡r✐♦❞✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ t♦
❝❤❛♥❣❡ t❤❡✐r s❛✈✐♥❣s ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❛❢t❡r✲t❛① r❡t✉r♥ t♦ ❢✉t✉r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳
✷✺
t❛① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✭❈❚❙✮ ❡❛❝❤ ✐♥ t✉r♥✱ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ✷✵✶✼ t❛① ❧❛✇✳✸✶ ❲❡ r❡♣♦rt s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✜rst t❡♥ ②❡❛rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❵❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✬ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❈♦♥❣r❡ss
t♦ ✐♥❢♦r♠ ❧❡❣✐s❧❛t✐✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣✳
❚❤❡ ❛♥♥♦✉♥❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s ♦❝❝✉r ✐♥ ✷✵✶✽✱ ❛♥❞ ❛r❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ ✐♥ ✷✵✶✼✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡✱ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ♣❡r❢❡❝t ❢♦r❡s✐❣❤t
r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❢✉t✉r❡ t✐♠❡ ♣❛t❤ ♦❢ ♣♦❧✐❝② ❛♥❞ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠②✳ ❋❡❞❡r❛❧ ❜✉❞❣❡t ❞❡✜❝✐ts ♦r
s✉r♣❧✉s❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝② ❛r❡ ✜♥❛♥❝❡❞ ❜② ❜♦rr♦✇✐♥❣ ♦r ✉s❡❞ t♦ ♣❛② ❞♦✇♥
❡①✐st✐♥❣ ❞❡❜t ❢♦r t❤❡ ✜rst ✸✵ ②❡❛rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❋❡❞❡r❛❧
❞❡❜t r❡♠❛✐♥s ♦♥ ❛ ❧♦♥❣✲r✉♥ s✉st❛✐♥❛❜❧❡ ❞❡❜t ♣❛t❤ ❛s t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② r❡❛❝❤❡s ❛ ✜♥❛❧ st❡❛❞②
st❛t❡✱ ❛❞❥✉st♠❡♥ts t♦ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡❞ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s ♠❛❞❡ ✐♥ ✷✵✹✽✳✸✷
✺✳✶ P♦❧✐❝② ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✶✿ ❚❈❏❆ ❈♦r♣♦r❛t❡ ❚❛① ❘❛t❡ ❘❡❞✉❝t✐♦♥
❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❡♥❛❝t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❚✐t❧❡ ■■ ♦❢ ❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮✱
✇❤✐❝❤ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s✲❧❛✇ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ♦♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡
❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ r❛t❡ ♦❢ ✸✺✪ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡❞ ✐t ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✷✶✪ st❛t✉t♦r②
r❛t❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ❝❛❧❡♥❞❛r ②❡❛r ✷✵✶✽✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ t❛r❣❡t✱ ❛ ❧♦ss ♦❢ ✩✶✳✸✹✾
tr✐❧❧✐♦♥ ♦✈❡r ✜s❝❛❧ ②❡❛rs ✷✵✶✽✲✷✵✷✼✱ ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❈❚❙ t❛① s②st❡♠s✳✸✸
❲❤✐❧❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❞✐r❡❝t t❛① ❝❤❛♥❣❡ ❛t t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ♣♦❧✐❝②✲✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦r q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②
♠❛tt❡rs ❢♦r ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ s❛✈✐♥❣s r❡s♣♦♥s❡s✳
❚❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛✉s❡s ❛ ♠❛❥♦r s❤✐❢t ✐♥ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❢r♦♠ t❤❡
♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦r t♦ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦r✱ ✇✐t❤ ❢✉❧❧② ♠♦❜✐❧❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r r❡❛❧❧♦✲
❝❛t✐♥❣ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛♥② ❛r❜✐tr❛❣❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✷ s❤♦✇s t❤❛t ✐♥ ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s✱
❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦r ♦✉t♣✉t ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉ts ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧
❣❛✐♥s ♦♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❡q✉✐t② ✖ ❜♦t❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② tr❡❛t❡❞ ❛s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✖ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ✐♥t❡r❡st ♣❛②♠❡♥ts ❢r♦♠ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜♦rr♦✇✐♥❣ t♦ ✜♥❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ t❤❡
♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦r ♦✉t♣✉t ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ tr❡♥❞ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✸✹
✖ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ✖ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❛♣✐t❛❧ ❧♦ss❡s ♦♥ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡
❡q✉✐t② ❛♥❞ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ✐♥t❡r❡st ♣❛②♠❡♥ts✳
❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❡q✉✐t② ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝r✉❛❧
♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✳ ■♥ t❤❡ ✜rst ②❡❛r ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣♦❧✐❝② r❡❣✐♠❡✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s ♦♥ ❝♦r♣♦r❛t❡
✸✶❙❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸ ❢♦r ❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❡❛❝❤ t❛① s②st❡♠ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢♦r ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡s✳
✸✷❉❡❧❛②❡❞ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♦❢ ✜s❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✜s❝❛❧ s✉st❛✐♥❛❜✐❧✐t② ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ✇✐t❤✐♥✲
❜✉❞❣❡t✲✇✐♥❞♦✇ ❜✐❛s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❵✜s❝❛❧ ❝❧♦s✉r❡✬ r✉❧❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❙❡❡ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦
✭✷✵✷✵❛✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳
✸✸❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ t❛r❣❡t ❢r♦♠ ❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮ ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛① r❡❝❡✐♣ts ❢r♦♠ t❤♦s❡
♣r♦❥❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r ❛ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❢♦r❡❝❛st✱ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❣r♦ss ♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✳ ❙❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✶✮
❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✳
✸✹◆♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜❡❢♦r❡ ❛ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❞❡❝❧✐♥❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡
✜r♠s✬ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❡①♣❡♥s❡s ❞❡❝❧✐♥❡ ❢❛st❡r t❤❛♥ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ♦✉t♣✉t ✐ts❡❧❢✳
✷✻
❡q✉✐t② ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ✸✳✸✪ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡ ❜② ♦♥❧② ✵✳✽✪ ✉♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙✳ ❚❤✐s
♦✉t❝♦♠❡ ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❡✛❡❝ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r ❡❢✲
❢❡❝t✐✈❡ ✭♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✲✇❡✐❣❤t❡❞✮ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② r❡s♣♦♥s❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✱ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② r❛✐s❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s✳ ❚❤❡ ♣♦❧✐❝②✲
✐♥❞✉❝❡❞ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ r❡❜❛❧❛♥❝✐♥❣ ✉♥❞❡rt❛❦❡♥ ❜② ✜♥❛♥❝✐❛❧
✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ♦♥ ❜❡❤❛❧❢ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✳ ❲❤✐❧❡ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s
❜❡❢♦r❡ ❛ ❧♦♥❣✲r✉♥ ❞❡❝❧✐♥❡ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✱ ♦♥❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❞♦❡s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s ✉♥❞❡r t❤❛t t❛① s②st❡♠✳
❑❡② ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♣❛t❤s ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧❛r❣❡r ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡♣♦s✐ts ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳ ❚❤❡
❣r❛❞✉❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦r r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ♦✈❡r t✐♠❡ t❤❛t ❡♥❝♦✉r❛❣❡s ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t♦ ❛❝✲
❝✉♠✉❧❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♠♦r❡ ❞❡♣♦s✐ts ❜❡❝❛✉s❡ ♠♦r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s t❛①❡❞ ❛t ❧♦✇❡r r❛t❡s✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❣r❛❞✉❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ s♠❛❧❧❡r ❊▼❚❘
♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✇❡❛❧t❤✐❡r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ t❡♥❞ t♦ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦❢
❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤❡r ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r s✉♣✲
♣❧② ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❛t ❣r♦✇ ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❈♦♥tr❛st t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✉♥❞❡r
t❤❡ ❈❚❙✱ ✇❤✐❝❤ r❡♠❛✐♥s ❧❛r❣❡❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✉♥t✐❧ ✷✵✷✸ ✇❤❡♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡❡♣❡♥✐♥❣ s✉✣❝✐❡♥t❧②
r❛✐s❡s t❤❡ r❡❛❧ ✇❛❣❡ r❛t❡✳✸✺
✺✳✷ P♦❧✐❝② ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✷✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❚❛① Pr♦✈✐s✐♦♥s ♦❢ ❚❈❏❆
❲❡ s✐♠✉❧❛t❡ ❡♥❛❝t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥ ❚✐t❧❡ ■ ♦❢ ❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮✱ ♠♦st
♦❢ ✇❤✐❝❤ ❜❡❝❛♠❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ✐♥ ✷✵✶✽ ❛♥❞ ❛r❡ s❝❤❡❞✉❧❡❞ t♦ ❡①♣✐r❡ ✐♥ ✷✵✷✺✳ ❑❡②
❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ ♣r♦✈✐s✐♦♥s✱ ❛❧❧ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ■❚❈✱ ❛r❡ ❛♥ ♦✈❡r❛❧❧
r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡s ♦♥ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡✱ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡❞✉❝✲
t✐♦♥✱ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐t❡♠✐③❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✱ ✷✵✪ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛❧✐✜❡❞ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡
❢♦r ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ❡♥t✐t✐❡s✱ r❡♣❡❛❧ ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ❡①❡♠♣t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤✐❧❞ t❛①
❝r❡❞✐t✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❧♦ss ♦❢ t❤❡s❡ t❛① ❝❤❛♥❣❡s ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡
$1.126 tr✐❧❧✐♦♥ ♦✈❡r ✜s❝❛❧ ②❡❛rs ✷✵✶✽✲✷✵✷✼ ✐♥ ❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ✉♥❞❡r ❜♦t❤
t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❈❚❙ t❛① s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♣♦❧✐❝②✲✐♥❞✉❝❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❣❡♥❡r❛t❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✲
✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t♦✇❛r❞s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt✲r✉♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ ❢❡❡❞s ❜❛❝❦ ✐♥t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ❧❡❛❞s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ s❡❧❡❝t ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❛❣❣r❡❣❛t❡s ❛♥❞ ♣r✐❝❡s ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t
✸✺❯♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✉♥✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ✐♥❝r❡❛s❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇ ✇❤✐❧❡
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇❡✐❣❤t❡❞ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② r❡♠❛✐♥s r♦✉❣❤❧② ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧②
r❡s♣♦♥s❡ ❜❡✐♥❣ ❧❛r❣❡❧② ❞r✐✈❡♥ ❜② ❧♦✇✲♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ✇♦r❦❡rs ✉♥❞❡r t❤❛t t❛① s②st❡♠✳
✷✼
✇✐♥❞♦✇✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② s✐♠✐❧❛r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s
❛❝r♦ss t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❈❚❙ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✐♥❝r❡❛s❡
✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ t❛① s②st❡♠ ❞r✐✈❡s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t✳ ■♥✲
❝r❡❛s❡❞ ♦✉t♣✉t ❧❡❛❞s t♦ ♠♦r❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✢♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ ✜r♠s t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s❀ ✜❣✉r❡ ✺
s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡❛❝❤ t②♣❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❧❛r❣❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈✳
❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s t❤✐s r❡s✉❧t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳ ❆♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ❣✐✈❡s ✇❛② t♦ ❛ ♠♦r❡
s✉st❛✐♥❡❞ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♦r❞✐♥❛r② ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛s ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❣r♦✇ ✉♥t✐❧
t❤❡ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ❡①♣✐r❡ ✐♥ ✷✵✷✻✳
❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡r r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ✐s ❛♥ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ ❛
s❡❧❢✲r❡✐♥❢♦r❝✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✜r♠ ❡q✉✐t② ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② t❤❛t
✐s ♣r❡s❡♥t ✇❤❡♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✿
❋✐r♠s t❤❛t ❢♦r❡s❡❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ♦✉t♣✉t ✖ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧❛❜♦r ✐♥♣✉t
✖ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡✐r ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝♦✉♥t❡❞ ✈❛❧✉❡ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛
❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥ ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ ❤♦❧❞ ❡q✉✐t②✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② tr❡❛t❡❞
❛s ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s t❛①❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ❢r♦♠ ❧❛❜♦r ✐♥✲
❝♦♠❡ ❛t ❧♦✇ r❛t❡s✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ❢♦r❡s❡❡ t❤❛t t❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s
t❡♠♣♦r❛r②✱ ❛♥❞ s❤✐❢t t❤❡✐r ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② t♦✇❛r❞s t❤❡s❡ ✇❤❡♥ ❊▼❚❘ ♦♥ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✐s
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r✳
❆s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❛✈✐♥❣s ❞❡♣♦s✐ts ✐s
s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ■❚❈ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❈❚❙ ❞❡s♣✐t❡ s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧
❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ❜② ✜r♠s✳ ❲❤✐❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s t♦ s❛✈❡ ✐♥ t❛①❛❜❧❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤
✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ ❛❧❧ ✢♦✇s ♦❢ ♥❡✇
s❛✈✐♥❣s ❛r❡ ♥♦t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♥✈❡st❡❞ ✐♥t♦ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❡①♣❧✐❝✐t
✜r♠ ✜♥❛♥❝✐♥❣✳ ■♥ t❤❡ ♠❛r❦❡t✲❝❧❡❛r✐♥❣ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ s❛✈✐♥❣s ❞❡♣♦s✐ts ♠✉st
❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♦✉tst❛♥❞✐♥❣ ❡q✉✐t②✱ ❜♦♥❞s✱ ❛♥❞ r❡♥t❛❧
❤♦✉s✐♥❣✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♣r✐✈❛t❡ ❡q✉✐t② ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ♠♦r❡
✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❜♦rr♦✇✐♥❣ r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ❝❧❡❛r t❤❡ ♠❛r❦❡t✱
❞✐s❝♦✉r❛❣✐♥❣ ✜r♠s ❢r♦♠ ✐ss✉✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❜♦♥❞s t♦ ✜♥❛♥❝❡ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳
✺✳✸ ▲✐♠✐t❛t✐♦♥s
❲❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡✱
❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❤❛s q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧②
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❛❜♦r ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦✉r st✉❞② ✐s
♥♦t ✇✐t❤♦✉t ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ t❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇✐t❤✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❞♦ ♥♦t ✈❛r② ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ s❛✈✐♥❣s
❛r❡ ❤❡❧❞ ✐♥ t❛①✲❞❡❢❡rr❡❞ ♦r t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ❛❝❝♦✉♥ts✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❧✐❢❡❝②❝❧❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
✷✽
✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❛✈✐♥❣s ✈❡❤✐❝❧❡s ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❜❛s❡s
❞✐✛❡r❡♥t❧② ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❛❣❡s✱ t❤❡✐r ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❤❛s t❤❡
♣♦t❡♥t✐❛❧ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❧❛❜♦r ❛♥❞ s❛✈✐♥❣s ❞❡❝✐s✐♦♥s
❛♥❞ t❤✉s ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ❞❡t❡r♠✐♥❡s
t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ❛ss❡ts ❤❡❧❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✱ t❤❡ ♣♦rt❢♦❧✐♦ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❧② ✐♥
t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡✳ P♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s♣❡❝✐❛❧ s❛✈✐♥❣s
✈❡❤✐❝❧❡s ❛♥❞ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦rt❢♦❧✐♦s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t❛① ❞❡t❛✐❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ❤❛✈❡ ❛r❣✉❡❞ t❤❛t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❥♦✐♥t t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥✲
❝♦♠❡ ❛♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❯♥✐t❡❞ ❙t❛t❡s ❣❡♥❡r❛t❡s ❛
❵♣♦rt❢♦❧✐♦✲❡✛❡❝t✬ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❤❡r❡❜② ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♦r❞✐♥❛r②✲♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❝❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s✬ ♦♣t✐♠❛❧ ❧❛❜♦r ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s
t❤r♦✉❣❤ ✐ts ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡✐r ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s✳ ❚♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✇❡
✉s❡❞ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ t✇♦✲❡♥t✐t② ♣r♦❞✉❝t✐♦♥
s❡❝t♦r ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t✇♦ s✉❜s❡ts ♦❢ t❛① ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❵❚❛① ❈✉ts ❛♥❞ ❏♦❜s ❆❝t✬✿ ✐✮ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥❀ ❛♥❞ ✐✐✮ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛①
♣r♦✈✐s✐♦♥s✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❝r♦ss ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲
❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦rs r❡s✉❧t ✐♥ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✬ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡ ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝t t❤❡✐r ❧❛❜♦r ❛♥❞ s❛✈✐♥❣ ✐♥❝❡♥t✐✈❡s✳ ❚❤✐s ♣♦rt❢♦❧✐♦ ❡✛❡❝t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦
❜❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② str♦♥❣ t♦ ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② ❛♥❞ s❛✈✐♥❣s✳ ❈♦♥s❡✲
q✉❡♥t✐❛❧❧②✱ ❢❛✐❧✉r❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡
t❛①❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛ t❛① r❡❢♦r♠ r✐s❦s t❤❡ ♦♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢r♦♠
t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s✳
✷✾
✼ ❚❛❜❧❡s ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡s
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❆❞❥✉st❡❞ ●r♦ss ▲❛❜♦r ■♥❝♦♠❡ ✐♥ ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡ ❇❛s❡❧✐♥❡
✭✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ✷✵✶✽✩✮
❚❛r❣❡t ■❚❈ ❈❚❙ ❚❛r❣❡t ■❚❈ ❈❚❙
Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❚②♣❡ ❙✐♥❣❧❡ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ▼❛rr✐❡❞ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s
1 ✵✳✻ ✵✳✻ ✵✳✻ ✶✻✳✷ ✶✻✳✹ ✶✻✳✸
2 ✶✶✳✾ ✶✶✳✾ ✶✷✳✶ ✺✶✳✷ ✺✶✳✹ ✺✶✳✻
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5 ✾✼✳✹ ✾✼✳✹ ✾✽✳✹ ✷✼✾✳✻ ✷✼✾✳✼ ✷✽✷✳✵
❚❛❜❧❡ ✷✿ ❆✈❡r❛❣❡ ▲❛❜♦r ■♥❝♦♠❡ ❚❛① ▲✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❙t❡❛❞② ❙t❛t❡ ❇❛s❡❧✐♥❡
✭✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s ♦❢ ✷✵✶✽✩✮
❚❛r❣❡t ■❚❈ ❈❚❙ ❚❛r❣❡t ■❚❈ ❈❚❙
Pr♦❞✉❝t✐✈✐t② ❚②♣❡ ❙✐♥❣❧❡ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ▼❛rr✐❡❞ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s
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4 ✷✳✽ ✷✳✽ ✷✳✸ ✶✶✳✾ ✶✶✳✾ ✶✸✳✶
5 ✶✹✳✼ ✶✹✳✻ ✶✻✳✶ ✺✼✳✶ ✺✼✳✵ ✻✵✳✵
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❚❛❜❧❡ ✸✿ ❈❛♣✐t❛❧ ■♥❝♦♠❡ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❖r❞✐♥❛r②
❈♦r♣♦r❛t❡ ◆♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ■♥t❡r❡st ❈❛♣✐t❛❧ ❘❡♥t❛❧
❉✐✈✐❞❡♥❞s ❉✐str✐❜✉t✐♦♥s ■♥❝♦♠❡ ●❛✐♥s ■♥❝♦♠❡
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Pr❡❢❡r❡♥t✐❛❧
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●❛♠❜❡r✱ ❊✳ ❛♥❞ ❏✳ ❙❡❧✐s❦✐ ✭✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t ❞❡❜t ♦♥ ✐♥t❡r❡st r❛t❡s✳ ❈♦♥❣r❡ss✐♦♥❛❧
❇✉❞❣❡t ❖✣❝❡ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳
●❡r✈❛✐s✱ ▼✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❍♦✉s✐♥❣ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦✲
♥♦♠✐❝s ✹✾✱ ✶✹✻✶✕✶✹✽✾✳
✸✼
●♦✉r✐♦✱ ❋✳ ❛♥❞ ❏✳ ▼✐❛♦ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ❛♥❞ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s t❛① ❝✉ts✳
❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✶✹✱ ✸✻✽✕✸✽✸✳
●✉♥❡r✱ ◆✳✱ ❘✳ ❑❛②❣✉s✉③✱ ❛♥❞ ●✳ ❱❡♥t✉r❛ ✭✷✵✶✶✮✳ ❚❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❛❜♦✉r s✉♣♣❧②✳ ❚❤❡
❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ✼✾ ✭✸✮✱ ✶✶✶✸✕✶✶✹✾✳
●✉♥❡r✱ ◆✳✱ ❘✳ ❑❛②❣✉s✉③✱ ❛♥❞ ●✳ ❱❡♥t✉r❛ ✭✷✵✶✹✮✳ ■♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ✉✳s✳ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s✿ ❋❛❝ts ❛♥❞
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ❡st✐♠❛t❡s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ✶✼ ✭✹✮✱ ✺✺✾✕✺✽✶✳
●✉✈❡♥❡♥✱ ❋✳✱ ●✳ ❑❛♠❜♦✉r♦✈✱ ❇✳ ❑✉r✉s❝✉✱ ❙✳ ❖❝❛♠♣s✱ ❛♥❞ ❉✳ ❈❤❡♥ ✭✷✵✶✾✮✳ ❯s❡ ✐t ♦r ❧♦s❡ ✐t✿
❊✣❝✐❡♥❝② ❣❛✐♥s ❢r♦♠ ✇❡❛❧t❤ t❛①❛t✐♦♥✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳
●✉✈❡♥❡♥✱ ❋✳✱ ❇✳ ❑✉r✉s❝✉✱ ❛♥❞ ❙✳ ❖③❦❛♥ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ✇❛❣❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿
❆ ❝r♦ss✲❝♦✉♥tr② ❛♥❛❧②s✐s✳ ❘❡✈✐❡✇ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❙t✉❞✐❡s ✽✹✱ ✽✶✽✕✽✺✵✳
❍❡❛t❤❝♦t❡✱ ❏✳✱ ❑✳ ❙t♦r❡s❧❡tt❡♥✱ ❛♥❞ ●✳ ▲✳ ❱✐♦❧❛♥t❡ ✭✷✵✶✼✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ t❛① ♣r♦❣r❡ss✐✈✐t②✿ ❆♥ ❛♥❛✲
❧②t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ◗✉❛rt❡r❧② ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✶✸✷ ✭✹✮✱ ✶✻✾✸✕✶✼✺✹✳
❍♦❧t❡r✱ ❍✳ ❆✳✱ ❉✳ ❑r✉❡❣❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❙t❡♣❛♥❝❤✉❦ ✭✷✵✶✾✮✳ ❍♦✇ ❞♦❡s t❛① ♣r♦❣❡ss✐✈✐t② ❛♥❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❛✛❡❝t ❧❛✛❡r ❝✉r✈❡s❄ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✭❋♦rt❤❝♦♠✐♥❣✮✳
❍♦t③✱ ❱✳ ❏✳ ❛♥❞ ❘✳ ❆✳ ▼✐❧❧❡r ✭✶✾✽✽✮✳ ❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ❢❡rt✐❧✐t② ❛♥❞ ❢❡♠❛❧❡ ❧❛❜♦r
s✉♣♣❧②✳ ❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✺✻ ✭✶✮✱ ✾✶✕✶✶✽✳
❍✉❜❜❛r❞✱ ❘✳✱ ❆✳ ❑❛s❤②❛♣✱ ❛♥❞ ❚✳ ❲❤✐t❡❞ ✭✶✾✾✺✮✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ✜♥❛♥❝❡ ❛♥❞ ✜r♠ ✐♥✈❡st♠❡♥t✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡②✱ ❈r❡❞✐t ❛♥❞ ❇❛♥❦✐♥❣ ✷✼ ✭✸✮✱ ✻✽✸✕✼✵✶✳
❏❈❚ ✭✷✵✶✶✮✳ ❏♦✐♥t ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ t❛①❛t✐♦♥✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ❡st✐♠❛t✐♥❣ ♣r❛❝✲
t✐❝❡s ♦❢ t❤❡ st❛✛ ♦❢ t❤❡ ❥♦✐♥t ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ t❛①❛t✐♦♥✳ ❏❈❳✲✹✻✲✶✶ ✳
❏❈❚ ✭✷✵✶✺✮✳ ❏♦✐♥t ❝♦♠♠✐tt❡❡ ♦♥ t❛①❛t✐♦♥✿ ❊st✐♠❛t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥❝♦♠❡
t❛①✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❛① ♠♦❞❡❧✳ ❏❈❳✲✼✺✲✶✺ ✳
❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮✳ ❊st✐♠❛t❡❞ ❜✉❞❣❡t ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❤✳r✳ ✶✱ t❤❡✏t❛① ❝✉ts ❛♥❞
❥♦❜s ❛❝t✧✳ ❏❈❳✲✻✼✲✶✼ ✳
❑✐♥❞❡r♠❛♥♥✱ ❋✳ ❛♥❞ ❉✳ ❑r✉❡❣❡r ✭✷✵✷✵✮✳ ❍✐❣❤ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ♦♥ t❤❡ t♦♣ ✶✪❄ ❧❡ss♦♥s ❢r♦♠
❛ ❧✐❢❡ ❝②❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ✐❞✐♦s②♥❝r❛t✐❝ ✐♥❝♦♠❡ r✐s❦✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳
❑✐t❛♦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ▲❛❜♦r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✺✼✱
✾✺✾✕✾✼✹✳
❑r✉❡❣❡r✱ ❉✳ ❛♥❞ ❆✳ ▲✉❞✇✐❣ ✭✷✵✶✸✮✳ ❖♣t✐♠❛❧ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥
s✉❜s✐❞❡s ✇❤❡♥ ❡❞✉❝❛t✐♦♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡r❣❡♥❡r❛t✐♦♥❛❧ tr❛♥s❢❡rs ❛r❡ ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥
❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡✈✐❡✇✿ P❛♣❡rs ❛♥❞ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ✶✵✸✱ ✹✾✻✕✺✵✶✳
❑r✉❡❣❡r✱ ❉✳ ❛♥❞ ❆✳ ▲✉❞✇✐❣ ✭✷✵✶✻✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥ ♦❢ s♦❝✐❛❧ ✐♥s✉r❛♥❝❡✿ Pr♦❣r❡ss✐✈❡
t❛①❛t✐♦♥ ✈❡rs✉s ❡❞✉❝❛t✐♦♥ s✉❜s✐❞✐❡s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼♦♥❡t❛r② ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✼✼✱
✼✷✕✾✽✳
❑✉❤♥✱ P✳ ❛♥❞ ❋✳ ▲♦③❛♥♦ ✭✷✵✵✽✱ ❆♣r✐❧✮✳ ❚❤❡ ❊①♣❛♥❞✐♥❣ ❲♦r❦✇❡❡❦❄ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❚r❡♥❞s ✐♥
▲♦♥❣ ❲♦r❦ ❍♦✉rs ❛♠♦♥❣ ❯✳❙✳ ▼❡♥✱ ✶✾✼✾✲✷✵✵✻✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▲❛❜♦r ❊❝♦♥♦♠✐❝s ✷✻ ✭✷✮✱ ✸✶✶✕✸✹✸✳
▲❡❞❜❡tt❡r✱ ▼✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❜❡❛ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ♣❡rs♦♥❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ✐rs ❡st✐♠❛t❡s ♦❢
❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡✳ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❆♥❛❧②s✐s✿ ❙✉r✈❡② ♦❢ ❈✉rr❡♥t ❇✉s✐♥❡ss✳
✸✽
▲♦♣❡③✲❉❛♥❡r✐✱ ▼✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ◆✐t ♣✐❝❦✐♥❣✿ ❚❤❡ ♠❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐♥❝♦♠❡ t❛①✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✻✽✱ ✶✕✶✻✳
▼♦♦r❡✱ ❘✳ ❛♥❞ ❇✳ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✷✵❛✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ s❝♦r✐♥❣✿ ❆♥ ❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ ✜s❝❛❧ ❝❧♦s✐♥❣ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥s✳ P✉❜❧✐❝ ❋✐♥❛♥❝❡ ❘❡✈✐❡✇ ✽✼✱ ✼✷✕✾✶✳
▼♦♦r❡✱ ❘✳ ❛♥❞ ❇✳ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✷✵❜✮✳ ▼❛❝r♦❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧
r❡✈❡♥✉❡ ❝♦❞❡ ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ✹✽ ✭✸✮✱ ✸✹✵✕✸✺✸✳
◆✐s❤✐②❛♠❛✱ ❙✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❋✐s❝❛❧ ♣♦❧✐❝② ❡✛❡❝ts ✐♥ ❛ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s✲❛❣❡♥t ♦❧❣ ❡❝♦♥♦♠② ✇✐t❤ ❛♥ ❛❣✐♥❣
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✻✶✱ ✶✶✹✕✶✸✷✳
P♦t❡r❜❛✱ ❏✳ ❛♥❞ ▲✳ ❙✉♠♠❡rs ✭✶✾✽✹✮✳ ❚❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❞✐✈✐❞❡♥❞ t❛①❛t✐♦♥✳ ◆❇❊❘ ❲♦r❦✐♥❣
P❛♣❡rs ✶✸✺✸✱ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❇✉r❡❛✉ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ■♥❝✳
❘❛❡✐✱ ❙✳ ✭✷✵✷✵❛✮✳ ●r❛❞✉❛❧ t❛① r❡❢♦r♠s✿ ■❢ ②♦✉ ❧✐❦❡ ✐t✱ ②♦✉ ❝❛♥ ❦❡❡♣ ✐t✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝
❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ✶✶✶✳
❘❛❡✐✱ ❙✳ ✭✷✵✷✵❜✮✳ ❚❛①❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❣❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥✳ ❲♦r❦✐♥❣ P❛♣❡r ✳
❱❡♥t✉r❛✱ ●✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❋❧❛t t❛① r❡❢♦r♠✿ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❉②♥❛♠✐❝s
✫ ❈♦♥tr♦❧ ✷✸✱ ✶✹✷✺✕✶✹✺✽✳
❩♦❞r♦✇✱ ●✳ ❛♥❞ ❏✳ ❲✳ ❉✐❛♠♦♥❞ ✭✷✵✶✸✮✳ ❉②♥❛♠✐❝ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❣❡♥❡r❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❛① ♣♦❧✐❝②✿ ❚❤❡ ❞✐❛♠♦♥❞✕③♦❞r♦✇ ♠♦❞❡❧✳ ❱♦❧✉♠❡ ✶✱
❈❤❛♣t❡r ✶✶✱ ♣♣✳ ✼✹✸✕✽✶✸✳ ❊❧s❡✈✐❡r✳
✸✾
❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ✭❢♦r ♦♥❧✐♥❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✮
❆ ❈❛❧✐❜r❛t✐♦♥
❆✳✶ ◆♦♥✲❚❛① P♦❧✐❝② P❛r❛♠❡t❡rs ❱❛❧✉❡s ❛♥❞ ❚❛r❣❡ts
❆✳✶✳✶ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s✱ Pr❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ❈❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❆s t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s❡❝t♦r ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✉t✐❧✐③❡s t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦✲
r❛r♦ ✭✷✵✷✵❜✮✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s✱ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐❝❡s ❆✳✶✳✶✱ ❆✳✶✳✸✱ ❛♥❞ ❆✳✷ ♦❢ t❤❛t ✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
s✐♥❝❡ ✇❡ ❝✉rr❡♥t❧② s♣❡❝✐❢② ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ②❡❛r ♦❢ ✷✵✶✼ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✷✵✶✽✱✶ ❜♦t❤ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❛♥❞
❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ♠❛② ✈❛r② ❢r♦♠ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✷✵❜✮ ❞❡s♣✐t❡
t❤❡ s❛♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛♥❞ t❛r❣❡ts✱ ❦❡② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ❆✷ ❛♥❞ ❆✸✳ ❋♦r
t❤✐s r❡❛s♦♥ ❚❛❜❧❡ ❆✶ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✉s❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ s❡t s❡❧❡❝t ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣❛✲
r❛♠❡t❡rs r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦✳ ❖♥❧② t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣②
❢♦r t❤❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ s❡❝t♦r ♠❛❞❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❚❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥ ❛t ❤♦♠❡
♦♥ t❤❡ s✉♣♣❧② ♦❢ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ✐♥ t❤❡ s♣✐r✐t ♦❢ ●✉♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮ ❛♥❞ ❇♦r❡❧❧❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✾✮✳
❲❡ s♣❡❝✐❢② ❛♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣r♦❞✉❝t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❧❛❜♦r ❤♦✉rs ✐♥ t❤❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ❢♦r ❧❛❜♦r ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ϕνf,zj ✱
♠❡❛♥t t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐❢❡❝②❝❧❡ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♦❢ ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝❤✐❧❞r❡♥✳
❲❡ ❧❡t νf,zj ❜❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡♣❡♥❞❡♥ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ ✻ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ (j, f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼ ❢♦r ✷✵✶✼✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ϕ ✐s s❡t ❡q✉❛❧ t♦ 0.094 s♦ t❤❛t
♣❛r❡♥ts s♣❡♥❞ ❛❜♦✉t ✺✷✵ ❤♦✉rs ♣❡r ❝❤✐❧❞ ❡❛❝❤ ②❡❛r✱ ✭❍♦t③ ❛♥❞ ▼✐❧❧❡r✱ ✶✾✽✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜r♦❛❞❧②
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛❧✉❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ●✉♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳
❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤♦✉rs s♣❡♥t ♦♥ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❛ ✜①❡❞✱ ✐♥✈❡rs❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ t♦ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❤♦✉rs✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ✷✵✶✼ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❚✐♠❡ ❯s❡ ❙✉r✈❡② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ❤♦✉rs s♣❡♥t ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ ❢✉❧❧✲t✐♠❡ ❛♥❞ ♣❛rt ❥♦❜s ❢♦r ❛❧❧ ✇♦r❦❡rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ✷✵✶✸✲✷✵✶✼ ❛✈❡r❛❣❡
❢♦r ❤♦✉rs s♣❡♥t ❞♦✐♥❣ ❵❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s✬ ❢♦r ❢✉❧❧ t✐♠❡✱ ♣❛rt t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✉♥❡♠♣❧♦②❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s
❜② ✇♦r❦❡r t②♣❡ ✭s✐♥❣❧❡✱ ♠❛rr✐❡❞ ♣r✐♠❛r②✱ ♠❛rr✐❡❞ s❡❝♦♥❞❛r②✮✳ ◆♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✭♥♦♥✲s❧❡❡♣✮
t✐♠❡ t♦ ✉♥✐t② ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♣♣✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❛r❦❡t ✇♦r❦ ❤♦✉rs t♦ ❤♦♠❡ ✇♦r❦ ❤♦✉rs✿










NH = [0.180, 0.135, 0.101] ✐❢ f = s
NH = [0.153, 0.109, 0.084] ✐❢ f = m, 1
NH = [0.252, 0.181, 0.124] ✐❢ f = m, 2
❊♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❤♦✉rs s♣❡♥t ♦♥
❤♦✉s❡✇♦r❦ ❜② t❤❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ✇♦r❦❡rs ✭❇r✐❞❣♠❛♥✱ ✷✵✶✻✮✳ ❲❡ t❛❦❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥♦♥✲✇♦r❦ ❤♦✉rs✿
✶P❛r❛♠❡t❡rs ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ②❡❛r ✷✵✶✽ ✐♥ ▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✷✵❜✮ ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ t♦ t❤❡
s✐♥❣❧❡ ②❡❛r ✷✵✶✼ ❤❡r❡✱ ✇❤✐❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✷✵✶✽✲✷✵✷✽ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❛♣❡r ❛r❡











j ) ✐❢ f = m
✇❤❡r❡ wt③̄
s,1 ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✇❛❣❡ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡ s✐♥❣❧❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ◆■P❆✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇❛❣❡ ❝♦♥❝❡♣t ✉s❡❞ ▼♦♦r❡ ❛♥❞
P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✷✵❜✮✳✷ ❚❤❛t ✐s✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s❤❛r❡ ♦❢ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ♦✉r ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ♣✉r♣♦s❡s ♦❢ s♦rt✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❜② ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②
s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❘❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❜❡tt❡r ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r
t❤❡ ❥♦✐♥t t❛① tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❜✉s✐♥❡ss ❛♥❞ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s ❢♦r
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
st❡❛❞② st❛t❡ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ t❛r❣❡ts✱ īf,z✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜t ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❈❚❙✳ ❚❤❡ t❛r❣❡ts
❛r❡ ♠❛t❝❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❛① s②st❡♠s ❜② ✐♥t❡r♥❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ❧❡✈❡❧
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❧❛❜♦r ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t②✳
❍♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦ ❞✐❡ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❡ J ❧❡❛✈❡ ❜❡❤✐♥❞ ❡st❛t❡s ❛❢t❡r ❡♥❞✲
♦❢✲❧✐❢❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s✱ ceolt ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❢r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✾✮✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ❡♥❞✲♦❢✲♣❡r✐♦❞ ♥❡t ✇♦rt❤ ♦❢ ❞②✐♥❣ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛♥❞ t❤❡ ❡①♦❣❡♥♦✉s t❛① r❛t❡ τ beqt ✱ t❤❡
❡①♦❣❡♥♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜❡q✉❡sts t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡s t♦ Λ̄ ♠✉st ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ s♦ t❤❛t ceolt ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❜❡q✉❡sts ❛r❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❡❝♦♥♦♠② ❛t
❛❣❡ j = 1 ❛s ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ a1✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥
♦✈❡r ❡❛❝❤ (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② e = {1, . . . , ne} ∈ E✳ ❚♦ ❞❡r✐✈❡ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❡
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♥❡t ✇♦rt❤✸ q✉✐♥t✐❧❡ ❢♦r ✷✹✲✷✻ ②❡❛r ♦❧❞ s✐♥❣❧❡
❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢r♦♠ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ s❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✶✾✽✾✲✷✵✶✻ ✇❛✈❡s ♦❢ t❤❡
❙✉r✈❡② ♦❢ ❈♦♥s✉♠❡r ❋✐♥❛♥❝❡s✳✹ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ❢♦r
s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠❛rr✐❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ q✉✐♥t✐❧❡s✿
x̄s = {−2304, 731, 5628, 15185, 51054}
x̄m = {1845, 7252, 15606, 33219, 83852}
✷❖✉r ❵◆■P❆✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✬ ♠❡❛s✉r❡ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t♦ ❆●■ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡
(i) ❝♦♠❜❛t ♣❛②✱ (ii) ❡♠♣❧♦②❡rs✬ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❡ ❋■❈❆ t❛①✱ (iii) ❞❡❢❡rr❡❞ ✹✵✶❦ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ (iv) ❡♠♣❧♦②✲
❡rs s❤❛r❡ ♦❢ ✹✵✶❦ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ (v) ❡♠♣❧♦②❡r ♣r♦✈✐❞❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝❛r❡✱ (vi) ❡♠♣❧♦②❡r ❤❡❛❧t❤✲✐♥s✉r❛♥❝❡
❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ (vii) ❡♠♣❧♦②❡r ❍❙❆ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ (viii) ❡♠♣❧♦②❡r ❧✐❢❡✲✐♥s✉r❛♥❝❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✳
✸❲❡ ❞❡✜♥❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✇❡❛❧t❤ ❛s ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts ✭❜❛❧❛♥❝❡s ♦❢ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥ts✱ s❛✈✐♥❣s ❛❝❝♦✉♥ts✱ ♠♦♥❡②
♠❛r❦❡t ♠✉t✉❛❧ ❛❝❝♦✉♥ts✱ ❝❛❧❧ ❛❝❝♦✉♥ts ❛t ❜r♦❦❡r❛❣❡s✱ ♣r❡♣❛✐❞ ❝❛r❞s✱ ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ♦❢ ❞❡♣♦s✐ts✱ t♦t❛❧ ❞✐r❡❝t❧②✲
❤❡❧❞ ♠✉t✉❛❧ ❢✉♥❞s✱ st♦❝❦s✱ s❛✈✐♥❣s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❜♦♥❞s✱ ■❘❆s✱ t❤r✐❢t ❛❝❝♦✉♥ts✱ ❢✉t✉r❡ ♣❡♥s✐♦♥s✱ ❝❛s❤ ✈❛❧✉❡
♦❢ ✇❤♦❧❡ ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ tr✉sts✱ ❛♥♥✉✐t✐❡s✱ ♠❛♥❛❣❡❞ ✐♥✈❡st♠❡♥t ❛❝❝♦✉♥ts ✇✐t❤ ❡q✉✐t② ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ ♠✐s❝❡❧✲
❧❛♥❡♦✉s ♦t❤❡r ✜♥❛♥❝✐❛❧ ❛ss❡ts✮ ❧❡ss ❞❡❜t ✭❝r❡❞✐t ❝❛r❞ ❜❛❧❛♥❝❡s✱ ❡❞✉❝❛t✐♦♥s ❧♦❛♥s✱ ✐♥st❛❧❧♠❡♥t ❧♦❛♥s✱ ❧♦❛♥s
❛❣❛✐♥st ♣❡♥s✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ❧✐❢❡ ✐♥s✉r❛♥❝❡✱ ♠❛r❣✐♥ ❧♦❛♥s ❛♥❞ ♦t❤❡r ♠✐s❝❡❧❧❛♥❡♦✉s ❧♦❛♥s✮✳
✹❲❡ tr✉♥❝❛t❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② ❞✐sr❡❣❛r❞✐♥❣ ❛❧❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✷✵✪ ❛♥❞ t♦♣ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡
♦r✐❣✐♥❛❧ s❛♠♣❧❡✳ ❲❡ tr✉♥❝❛t❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♥❡t ✇♦rt❤
♦❢ ❤❡❧❞ ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ✷✵✪ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❛♠♣❧❡ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛❣❡♥ts
❢r♦♠ ❢❡❛s✐❜❧② ❡❛r♥✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ ✐♥❝♦♠❡ t♦ ♣❛② ♦✛ t❤❡✐r ❡♥❞♦✇♠❡♥t ♦❢ ❞❡❜t ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❧❛❜♦r
♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② ♣❛t❤✱ t❤❡r❡❜② ✈✐♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♥♦✲P♦♥③✐ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❲❡ tr✉♥❝❛t❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡t ✇♦rt❤ ❤❡❧❞ ❜② ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ t♦♣ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s
t❤❛t t❤❡ ♥❡t ✇♦rt❤ ❣r✐❞ ❜❡ ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❧❛r❣❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ✉♥t❡♥❛❜❧❡ ❝✉rs❡ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✐ss✉❡s✳
✹✶
ss = {1369, 872, 1885, 3738, 15916}
sm = {1433, 1961, 3131, 7029, 23905}
❋♦r ❡❛❝❤ q✉✐♥t✐❧❡ ❛♥❞ ♠❛r✐t❛❧ st❛t✉s ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞r❛✇ ne = 20 ♣s❡✉❞♦r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs ❢r♦♠
st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❡❛♥ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s✳ ❲❡ t❤❡♥ s❡t t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❡rs❡ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ s✐♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥














✇❤❡r❡ Ωe = 1ne ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❧❡✈❡❧ e✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❧❡✈❡❧ ❞♦❡s
♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡♥❞♦✇♠❡♥t ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ❞♦❡s ❛❞❞ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧






❚❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ②❡❛r ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ nf × nz × ne ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❡♥t❡r t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡
♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ❝❧✉tt❡r✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t ✐♥ ♦✉r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ❧♦✇❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ ✇❡❛❧t❤ s✉♣♣♦rt ✭t❤❡ ♥♦♥❝♦❧❧❛t❡r✐③❡❞ ❜♦rr♦✇✐♥❣ ❧✐♠✐t✮
❛s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❧♦✇❡st ❞r❛✇♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡♥❞♦✇♠❡♥ts ❢♦r ❡❛❝❤ (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✱ ♦r
♥❡❣❛t✐✈❡ ✶✵✪ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ t❛r❣❡t ❢♦r ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥♥✉❛❧ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ īf,z✿
②f,z = min(min(af,z,e1 ),−0.1× ī
f,z)
❆✳✶✳✷ ❋✐r♠ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ❋✐♥❛♥❝✐♥❣✱ ❛♥❞ ❍♦✉s✐♥❣
❆s ♦✉r ❝✉rr❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✜r♠ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ❤♦✉s✐♥❣ s❡❝t♦r ❢♦❧❧♦✇ ❢r♦♠
▼♦♦r❡ ❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✷✵❜✮✱ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❢❛❝t♦r
s❤❛r❡s✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦sts✱ ❤♦✉s✐♥❣ tr❛♥s❛❝t✐♦♥ ❝♦sts ❛♥❞
♠✐♥✐♠✉♠s r❡♠❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ♦❢ t❤❛t ♣❛♣❡r✳ ❚❤♦s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✶✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ❢♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s
✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❝✉rr❡♥t t✇♦✲s❡❝t♦r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✱ ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❆✸✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✜♥❛♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ s♦♠❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡❜t ❛♥❞ ❡q✉✐t②✱ ❡❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ✜r♠ ♠❛✐♥t❛✐♥s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞❡❜t t♦ ❝❛♣✐t❛❧
r❛t✐♦ κb,q ❢♦r q = c, n✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❡t t♦ κb,c = 0.435 ❛♥❞ κb,n = 0.085 t♦
t❛r❣❡t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❡①♣❡♥s❡ t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♦✉t♣✉t ❢♦r t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞
♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦rs ♦❢ 0.039 ❛♥❞ 0.003✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❖■ ❛♥❞ ◆■P❆ ❢♦r ✷✵✶✻✳
❲❤✐❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ ♣❛ss✲t❤r♦✉❣❤ ✐♥❝♦♠❡ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠ ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ❛ r❡s✐❞✉❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠✬s ❝❛s❤ ✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠
❞✐str✐❜✉t❡s ❞✐✈✐❞❡♥❞s t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛s ❛ κd ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛❢t❡r✲t❛① ❡❛r♥✐♥❣s✳ ❚❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s s❡t
t♦ κd = 0.15✱ ✇❤✐❝❤ t❛r❣❡ts t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♥❡t ❞✐✈✐❞❡♥❞s ♦❢ ❞♦♠❡st✐❝ ❈✲❝♦r♣♦r❛t✐♦♥s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡
✹✷
♦✉t♣✉t ♦❢ ✵✳✵✸✶ ❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ◆■P❆ ❢♦r ✷✵✶✻✳
❙♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ s✐③❡s ♦❢ ♦✉t♣✉t ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞
♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ s❡❝t♦rs✱ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs Zq ❢♦r q = c, n ♦♥ t❤❡
✜r♠s✬ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❛r❣❡t✐♥❣ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝♦r♣♦r❛t❡ ❣r♦ss r❡❝❡✐♣ts t♦ t♦t❛❧ ❜✉s✐♥❡ss
❣r♦ss r❡❝❡✐♣ts ❡q✉❛❧ t♦ ✵✳✻✾✷ ❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❖■ ❢♦r ✷✵✶✻✱ ✇❡ s❡t Zc = 1.03 ❛♥❞ Zn = 1✳
❆✳✶✳✸ ●♦✈❡r♥♠❡♥t✿ P✉❜❧✐❝ ❈❛♣✐t❛❧ ❛♥❞ ❉❡❜t
❚❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r♦❞✉❝t✐✈❡ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ✐s s❡t ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s❧② s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ r❛t✐♦s
♦❢ ❢❡❞❡r❛❧ ❛♥❞ st❛t❡✲❧♦❝❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ t♦ ♦✉t♣✉t ❛r❡ 18.4% ❛♥❞ 55.1%✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦✈❡r ✷✵✵✼✲✷✵✶✻ ❢r♦♠ ◆■P❆✳
❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♦♥ ♣✉❜❧✐❝ ❞❡❜t ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡❞❡r❛❧ ❞❡❜t✲♦✉t♣✉t r❛t✐♦
❛♥❞ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❜♦♥❞ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ς ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r❡st
r❛t❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞❡❜t✲♦✉t♣✉t r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ✐s s❡t ❡q✉❛❧ t♦ 0.1910✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❡st
r❛t❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ✷✳✺ ❜❛s✐s ♣♦✐♥ts ❢♦r ❡✈❡r② ✶ ♣❡r❝❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡❜t✲♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ❢r♦♠ ✐ts
st❡❛❞② st❛t❡ ✈❛❧✉❡ ✭●❛♠❜❡r ❛♥❞ ❙❡❧✐s❦✐✱ ✷✵✶✾✮✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ̟ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r✐✈❛t❡ ❜♦♥❞ r❡❛❧ ✐♥t❡r❡st r❛t❡ ❛♥❞ ✐s s❡t s♦ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ς ❛♥❞ t❤❡ st❡❛❞② st❛t❡
❞❡❜t✲♦✉t♣✉t r❛t✐♦✱ ♥❡t ✐♥t❡r❡st ♣❛②♠❡♥ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦✉t♣✉t ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ ♠❛t❝❤ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦✈❡r ✷✵✶✼✲✷✵✷✼ ✐♥ ❚❤❡ ❇✉❞❣❡t ❛♥❞ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ❖✉t❧♦♦❦✿ ✷✵✶✼ t♦ ✷✵✷✼✱
✇❤✐❝❤ ✐s 2.1%✳
❆✳✷ ❆❞❥✉st♠❡♥ts t♦ ❊❝♦♥♦♠✐❝ ■♥❝♦♠❡
❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❡rs♦♥❛❧ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ✐♥❝♦♠❡ ✭▲❡❞✲
❜❡tt❡r✱ ✷✵✵✼✮✱ ✇❡ ✉s❡ ❵❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s✬ t♦ s❝❛❧❡ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✢♦✇ ♦❢ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥❝♦♠❡ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❜❡ s✉❜❥❡❝t t♦ t❛①❛t✐♦♥✳✺ ❆❧❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❜✉t ♠❛②
❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ♣♦❧✐❝②✳
❯♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❈❚❙ t❛① s②st❡♠s✱ ❛❞❥✉st❡❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❧❛❜♦r
✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❢❛s❤✐♦♥✳ ❋♦r ✇♦r❦✐♥❣✲❛❣❡ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡✱ îf,zt,j ✱ ❝♦♠❡s





















✐❢ j ≤ R ❛♥❞ f = m
❋♦r r❡t✐r❡❞ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ✐♥❝♦♠❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤






t,j ✐❢ j > R
❆❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✱ rpt â
f,z
t,j ✱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛♥♥❡r ❛❝r♦ss t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❈❚❙ t❛① s②st❡♠s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♠✉st ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞
♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❛① ❧✐❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ▲❡tt✐♥❣ sot,k ❛♥❞ s
p
t,k
✺❙❡❡ ❆❧ts❤✉❧❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✺✮ ❢♦r ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s✳
✹✸











































= 1 ✐s ✐♠♣♦s❡❞✳ ❚♦t❛❧ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s






t,j ✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙ ❛❞❥✉st❡❞ ❣r♦ss ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞











■♥ ❜♦t❤ t❛① ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ❞♦ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❛❣❡✳
❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❜str❛❝t ❢r♦♠ ❧✐❢❡❝②❝❧❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t② ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ s❛✈✐♥❣s ❛r❡ ❤❡❧❞ ✐♥
t❛①✲♣r❡❢❡rr❡❞ ♦r t❛①✲❞❡❢❡rr❡❞ ❛❝❝♦✉♥ts✳
❚❤❡ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ❛r❡ s❡t ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
✐♥ ❆●■ t♦ ◆■P❆✲❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ✇❛❣❡ ✐♥❝♦♠❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳✶✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜②
t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼ ❢♦r ❡❛❝❤ (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❛❝r♦ss
❛❧❧ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧❧② ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞② st❛t❡ t♦ ♠❛t❝❤ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❛①
r❡✈❡♥✉❡ t♦ ♦✉t♣✉t t❛r❣❡ts ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼✿ ❚❤❡ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦ ✐s s❡t
s♦ t❤❛t ❛❣❣r❡❣❛t❡ s♦❝✐❛❧ s❡❝✉r✐t② t❛① r❡❝❡✐♣ts r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦✉t♣✉t ✐s ✵✳✶✽✪✳ ❚❤❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥
r❛t✐♦s ❛r❡ s❡t t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ t❛r❣❡ts ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✱ ✇❤❡r❡ ❢♦r t❤❡ ■❚❈ t❛① s②st❡♠ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t❛① r❡✈❡♥✉❡ ❛ttr✐❜✉t❛❜❧❡ t♦ ❜❡✐♥❣
t❛①❡❞ ❛t ♦r❞✐♥❛r② ✭♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✮ r❛t❡s ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s❤❛r❡ ♦❢ t❤❛t ✐♥❝♦♠❡ t②♣❡ t❤❛t ✐s
tr❡❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐♥❛r② ✭♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧✮✳✻
❆✳✸ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ ❚❛① ■♥str✉♠❡♥ts ❢♦r P♦❧✐❝② ❈❤❛♥❣❡s
❇♦t❤ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❈❚❙ ❛r❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t t❛①
✐♥str✉♠❡♥ts ✇❤✐❧❡ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ✐♥❝♦♠❡✱ ❛❣❣r❡❣❛t❡s✱ ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♣r❡s❡♥t✲❧❛✇ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳ ❚❤❡ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s
t❤✉s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❵❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t✬✳✼ ❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦❧✐❝② ❡①♣❡r✐♠❡♥t
✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ t❛r❣❡t t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ♦✈❡r ✷✵✶✽✲✷✵✷✼ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❏❈❚ ✭✷✵✶✼✮✳
❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ❞✐✛❡r ❛❝r♦ss t❛① s②st❡♠s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞
❜❡❧♦✇✱ t❛① ❝❤❛♥❣❡s ❛t t❤❡ ✜r♠ ❧❡✈❡❧ ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧❧② ✉♥❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ■❚❈ ❛♥❞ ❈❚❙✳ ❙♣❡❝✐❢✲
✻❙✐♥❝❡ r❡♥t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s t❤❡ s❛♠❡ t❛①
tr❡❛t♠❡♥t ❛s ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥❝♦♠❡✱ t❤❡ t❛❜❧❡s ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ t✇♦✳
✼❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❛① r❡❝❡✐♣ts ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r ❛
♣r❡s❡♥t ❧❛✇ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❢♦r❡❝❛st✱ ❤♦❧❞✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❣r♦ss ♥❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t✳ ❙❡❡ ❏❈❚ ✭✷✵✶✶✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✳
✹✹
✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ♦♥ ❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡✱ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✐♥❝♦♠❡✱
✐♥t❡r❡st ✐♥❝♦♠❡✱ ❝❛♣✐t❛❧ ❣❛✐♥s✱ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ ❡❛❝❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡
t♦t❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦r♣♦r❛t❡ r❛t❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s s♦♠❡ x ❞♦❧❧❛rs ♦✈❡r t❤❡
❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✱ t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡ τ ct ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ✇✐t❤✐♥✲♠♦❞❡❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t
♦❢ x ❞♦❧❧❛rs ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✱ ❤♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦r♣♦r❛t❡ t❛① ❜❛s❡
❝♦♥st❛♥t✳ ❆♥② ❝❤❛♥❣❡s t♦ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝r❡❞✐ts ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✜r♠s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r✳
❆✳✸✳✶ ■♥t❡r♥❛❧ ❚❛① ❈❛❧❝✉❧❛t♦r
❈❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ t❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✐♥❝♦♠❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ■❚❈ ❛r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ❛s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t✉t❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦❧✐❝② ❝❤❛♥❣❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡♥ ❝❛❧✐❜r❛t✐♥❣
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣r♦✈✐s✐♦♥s ✐♥ ❚❈❏❆✱ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t✉t♦r② t❛① r❛t❡
s❝❤❡❞✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦r❞✐♥❛r② ✐♥❝♦♠❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇ st❛t✉t♦r② t❛①
r❛t❡ s❝❤❡❞✉❧❡ ✉♥❞❡r ❚❈❏❆✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❤❛♥❣❡s ♠❛❞❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ t❛① ❝❛❧❝✉❧❛t♦r✱ ✇❡
♠❛❦❡ t✇♦ ❢✉rt❤❡r ❛❞❥✉st♠❡♥ts✿ ❋✐rst✱ ✇❡ ❛❞❥✉st tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts traf,zt ❛s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡
❞✐str✐❜✉t✐♦♥❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ❛❝r♦ss (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❛s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼ ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t
✇✐♥❞♦✇✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛❞❥✉st t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦s ❢♦r ❜♦t❤ ♦r❞✐♥❛r② ❛♥❞ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❝❛♣✐t❛❧
✐♥❝♦♠❡✱ χok ❛♥❞ χ
p,
k ✱ t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❜✉❞❣❡t✲✇✐♥❞♦✇ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❡❛❝❤
s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡✳ ❚❤❡s❡ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❡♥s✉r❡ t❤❛t ✇❡ ♠❛t❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t❡❞ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❛t t❤❡ (f, z) ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ❧❡✈❡❧✳
❆✳✸✳✷ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❚❛① ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥
❈❤❛♥❣❡s t♦ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ t❛① r❛t❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❧❛❜♦r ✐♥❝♦♠❡





t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❛s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼ ❢♦r ❡❛❝❤ f ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♦✈❡r t❤❡
❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✳ ❲❡ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs {λf1 , λ
f
2} t♦ ❜❡ t✐♠❡✲✈❛r②✐♥❣ t♦ ❝❛♣t✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛❣♥✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ r❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡rs traf,zt ✱ s❡t t♦
③❡r♦ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❈❚❙✱ ❛r❡ s❡t t♦ t❛r❣❡t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❛❝r♦ss (f, z) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s ❛s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼✳ ❈❤❛♥❣❡s t♦ t❤❡ t❛①❛t✐♦♥
♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ❛r❡ ♠❛❞❡ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ♦♥ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ ✉♥❞❡r
t❤❡ ♣r♦♣♦s❛❧ ❛s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❏❈❚✲■❚▼ ❢♦r ❡❛❝❤ (f, j) ❞❡♠♦❣r❛♣❤✐❝ ♦✈❡r t❤❡ ❜✉❞❣❡t ✇✐♥❞♦✇✳
❲❡ s❝❛❧❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❛① r❛t❡s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ r❛t✐♦ t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ♣♦rt✐♦♥
♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ r❡✈❡♥✉❡ ❡✛❡❝t ❞✉❡ t♦ ❝❛♣✐t❛❧ ✐♥❝♦♠❡ t❛① ❝❤❛♥❣❡s✳
✹✺
❆✳✹ ❚❛❜❧❡s
❚❛❜❧❡ ❆✶✿ ❙❡❧❡❝t ❊①♦❣❡♥♦✉s P❛r❛♠❡t❡rs
❉❡♠♦❣r❛♣❤✐❝s
❚❡r♠✐♥❛❧ ❛❣❡s R✱ J ✹✵✱ ✻✻
❘❛t❡ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ υP ✵✳✵✵✼✻
Pr♦❞✉❝t✐♦♥
❘❛t❡ ♦❢ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦❣r❡ss υA ✵✳✵✶✵✽
Pr✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t α ✵✳✸✷✻✺
P✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ s❤❛r❡ ♦❢ ♦✉t♣✉t g ✵✳✵✸✺✷
Pr✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ δK ✵✳✵✼✾✾
❈♦r♣♦r❛t❡ ❞✐✈✐❞❡♥❞ ♣❛②♦✉t r❛t✐♦ κd ✵✳✶✺✵
❉❡❜t✲❝❛♣✐t❛❧ r❛t✐♦ κb,c✱ κb,n ✵✳✹✸✺✱ ✵✳✵✽✺
❖✉t♣✉t s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r Zc, Zn ✶✳✵✸✱ ✶✳✵✵
Pr✐✈❛t❡ ❝❛♣✐t❛❧ ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st ♣❛r❛♠❡t❡r ξK ✻
❍♦✉s✐♥❣
❖✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞♦✇♥✲♣❛②♠❡♥t γ ✵✳✷✵
❍♦✉s✐♥❣ st❛t✉s ❛❞❥✉st♠❡♥t ❝♦st φ ✵✳✵✺
❍♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ δo✱ δr ✵✳✵✻✻✷✱ ✵✳✶✷✸✵
❖✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭■❚❈✮ ❤o ✶✳✵✹✺
❖✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠✭❈❚❙✮ ❤o ✶✳✵✽
Pr❡❢❡r❡♥❝❡s
❙✉❜❥❡❝t✐✈❡ ❞✐s❝♦✉♥t ❢❛❝t♦r β ✵✳✾✽✺
◆♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s❤❛r❡ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t❡ σ ✵✳✷✻✺
❍♦✉s✐♥❣✴♥♦♥✲❤♦✉s✐♥❣ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r η ✲✶✳✵✺✸
❯t✐❧✐t② ❝✉r✈❛t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ζf,ǫ ✺
■♥t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥ ❞✐s✉t✐❧✐t② ✭■❚❈✮ ψs✱ψm,1✱ψm,2 477.0, 291.0, 117.9
■♥t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥ ❞✐s✉t✐❧✐t② ✭❈❚❙✮ ψs✱ψm,1✱ψm,2 521.1, 324.0, 143.1
❊①t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥ ✜①❡❞ ❝♦st ✭■❚❈✮ φs✱ φm 0.375, 0.220
❊①t❡♥s✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❣✐♥ ✜①❡❞ ❝♦st ✭❈❚❙✮ φs✱ φm 0.548, 0.225
❈❤✐❧❞r❡♥ ❞✐s✉t✐❧✐t② ♣❛r❛♠❡t❡r ϕf ✵✳✵✾✹
●♦✈❡r♥♠❡♥t
P✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ ❞❡♣r❡❝✐❛t✐♦♥ r❛t❡ δg ✵✳✵✸✶✼
■♥t❡r❡st r❛t❡ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❢❡❞❡r❛❧ ❞❡❜t ς ✵✳✵✶✹✺
✹✻
❚❛❜❧❡ ❆✷✿ ❚❛r❣❡t❡❞ ❛♥❞ ❇❛s❡❧✐♥❡ ❆❝t✉❛❧ ❊♠♣❧♦②♠❡♥t ❙t❛t✉s ❜② ❚②♣❡ ♦❢ ❲♦r❦❡r
❚②♣❡ ♦❢ ❲♦r❦❡r ❉❛t❛ ✭▼❊P❙✮ ■❚❈ ❈❚❙
❋❚ P❚ ❯ ❋❚ P❚ ❯ ❋❚ P❚ ❯
❙✐♥❣❧❡ ✵✳✻✶ ✵✳✷✹ ✵✳✶✺ ✵✳✻✶ ✵✳✷✺ ✵✳✶✹ ✵✳✻✶ ✵✳✷✹ ✵✳✶✺
▼❛rr✐❡❞ Pr✐♠❛r② ✵✳✾✵ ✵✳✵✽ ✵✳✵✷ ✵✳✽✾ ✵✳✶✶ ✵✳✵✵ ✵✳✾✵ ✵✳✶✵ ✵✳✵✵
▼❛rr✐❡❞ ❙❡❝♦♥❞❛r② ✵✳✹✷ ✵✳✸✷ ✵✳✷✻ ✵✳✹✷ ✵✳✸✸ ✵✳✷✺ ✵✳✹✷ ✵✳✸✷ ✵✳✷✻
❚❛❜❧❡ ❆✸✿ ❚❛r❣❡t❡❞ ❛♥❞ ❇❛s❡❧✐♥❡ ❆❝t✉❛❧ ❆❣❣r❡❣❛t❡ ❘❛t✐♦s
❘❛t✐♦ ❉❛t❛ ■❚❈ ❈❚❙
❍♦♠❡♦✇♥❡rs❤✐♣ r❛t✐♦ ✵✳✻✸✾ ✭❆❍❙✮ ✵✳✻✸✽ ✵✳✻✸✸
Pr✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦
t♦t❛❧ ♣r✐✈❛t❡ ✐♥✈❡st♠❡♥t r❛t✐♦ ✵✳✹✻✺ ✭❇❊❆✮ ✵✳✹✼✵ ✵✳✹✼✾
Pr✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ✐♥✈❡st♠❡♥t t♦
♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ✵✳✶✻✷ ✭❇❊❆✮ ✵✳✶✻✺ ✵✳✶✼✵
❈♦r♣♦r❛t❡ ❣r♦ss ✐♥t❡r❡st ❡①♣❡♥s❡ t♦
♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ✵✳✵✸✾ ✭❙❖■✴❇❊❆✮ ✵✳✵✸✼ ✵✳✵✸✺
◆♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❣r♦ss ✐♥t❡r❡st ❡①♣❡♥s❡ t♦
♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ✵✳✵✵✸ ✭❙❖■✴❇❊❆✮ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✸
❈♦r♣♦r❛t❡ ♥❡t ❞✐✈✐❞❡♥❞s t♦
♦✉t♣✉t r❛t✐♦ ✵✳✵✸✶ ✭❇❊❆✮ ✵✳✵✸✵ ✵✳✵✸✵
❈♦r♣♦r❛t❡ ❣r♦ss r❡❝❡✐♣ts t♦
t♦t❛❧ ❜✉s✐♥❡ss ❣r♦ss r❡❝❡✐♣ts r❛t✐♦ ✵✳✻✾✷ ✭❙❖■✮ ✵✳✼✵✹ ✵✳✼✵✶
✹✼
❇ ❚r❡♥❞✲❙t❛t✐♦♥❛r② ❊q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② ❢♦r♠ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳✶ ♦❢ ▼♦♦r❡
❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✷✵❜✮ s♦ t❤❛t ❛ st❛t✐♦♥❛r② s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧❛✐❞ ♦✉t ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ♦❢ ▼♦♦r❡
❛♥❞ P❡❝♦r❛r♦ ✭✷✵✷✵❜✮✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ♦✉r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡
t❤❡ t✐❧❞❡ ❛❝❝❡♥t ❞❡♥♦t❡s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✲tr❡♥❞❡❞ ❢♦r ❡①♦❣❡♥♦✉s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞✴♦r
t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤✳
❋♦r ❡❛❝❤ ❛❣❡ ❝♦❤♦rt✱ j✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡✱ z✱ ❛♥❞ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ f ✱ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ❤❛✈❡
♦r❞✐♥❛r② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ c̃i✱ ❝❤❛r✐t❛❜❧❡ ❣✐✈✐♥❣✱ c̃g✱ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r ❤♦✉rs✱ n✱ n1✱ ❛♥❞ n2✱ ♦✇♥❡r✲
♦❝❝✉♣✐❡❞ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ h̃o✱ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ s❡r✈✐❝❡s ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ h̃r✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧
✇❡❛❧t❤ ã✱ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♥❡t ✇♦rt❤ ỹ′✱ ❛s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞s ❤❛✈❡ ❝✉rr❡♥t ♥❡t ✇♦rt❤
ỹ ❛s t❤❡✐r ❡♥❞♦❣❡♥♦✉s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ❛❣❡✱ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐t② t②♣❡✱ ❛s ❢❛♠✐❧②
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛s t❤❡✐r ❡①♦❣❡♥♦✉s st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ❤♦♠❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ c̃h ❛♥❞
❝❤✐❧❞✲❝❛r❡ ❝♦sts κ̃ ❞❡♣❡♥❞ ❡①♦❣❡♥♦✉s❧② ♦♥ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞✬s ❝♦♥t❡♠♣♦r❛♥❡♦✉s ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r
s✉♣♣❧②✳ ❊♥❞✲♦❢✲❧✐❢❡ ❡①♣❡♥❞✐t✉r❡s c̃eol ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡t ✇♦rt❤ ❧❡❢t ❜② ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ✇❤♦
❞✐❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ❡❛❝❤ ♣❡r✐♦❞ ❛❢t❡r t❛①❡s ❛♥❞ ❜❡q✉❡sts✳ ❇❡q✉❡sts ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①♦❣❡♥♦✉s✱
t✐♠❡✲✐♥✈❛r✐❛♥t ❢❛s❤✐♦♥ ❛♥❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ t♦ ˜̄Γ✳
❈♦r♣♦r❛t❡ ❛♥❞ ♥♦♥❝♦r♣♦r❛t❡ ✜r♠s✱ ✈❛❧✉❡❞ ❛t Ṽ c ❛♥❞ Ṽ n✱ ❤❛✈❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r ✐♥♣✉ts Ñ c ❛♥❞




❛s ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❝✉rr❡♥t ♣r✐✈❛t❡
❝❛♣✐t❛❧ st♦❝❦s K̃c ❛♥❞ K̃n ❛s st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❊♥❞♦❣❡♥♦✉s ❛❣❣r❡❣❛t❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛r❦❡t ❧❛❜♦r s✉♣♣❧② Ñ ✱ ♦✇♥❡r✲♦❝❝✉♣✐❡❞
❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ H̃o✱ r❡♥t❛❧ ❤♦✉s✐♥❣ ❝❛♣✐t❛❧ H̃r✱ ❞❡♣♦s✐ts D̃✱ ♣r✐✈❛t❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ C̃t✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧
✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐♥❝♦♠❡ ˜Inc✱ ♣r✐✈❛t❡ ❜✉s✐♥❡ss ❝❛♣✐t❛❧ K̃✱ ♣✉❜❧✐❝ ❝❛♣✐t❛❧ G̃✱ ♣r✐✈❛t❡ ❜♦♥❞s B̃✱ ♣✉❜❧✐❝
❜♦♥❞s B̃g✱ ❛♥❞ ❢❡❞❡r❛❧✱ st❛t❡✱ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ t❛① ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ♣❛②♠❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❣✐✈❡♥ t❛① s②st❡♠✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② T✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳ ❆ ♣❡r❢❡❝t✲❢♦r❡s✐❣❤t tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞
♦❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s Ω̃f,zt,j ✱ ❛ ❤♦✉s❡❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ V
f,z
t,j (ỹ)✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✉s❡✲





















), Ṽ nt (K̃
n






















t , D̃t, C̃t,
˜Inct, K̃t, G̃t, B̃t, B̃
g
t }✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ t❛① ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rs T ❛ss♦❝✐✲
❛t❡❞ ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥ t❛① s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t✿
✶✳ ❍♦✉s❡❤♦❧❞✬ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡✐r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

































































t,j ) + c̃
g;f,z




dj dz + c̃eolt
✸✳ ❋✐r♠s✬ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡✐r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳























✺✳ P❡r❢❡❝t❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❧❛❜♦r ♠❛r❦❡ts ❝❧❡❛r s♦ t❤❛t t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❧❛❜♦r ✐s
❡q✉❛❧✐③❡❞ ❛❝r♦ss s❡❝t♦rs✿

























✇❤❡r❡ ❛ss❡ts ❛r❡ ♣r✐❝❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛♥② ❛r❜✐tr❛❣❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s✿
Rct = R
n
t = (1− τ
i




❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛r② ✐s ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ❛❝❝❡♣t ❵s❛❢❡✲❛ss❡t✬ ♣r✐❝✐♥❣ ♦❢ ❢❡❞❡r❛❧ ❣♦✈❡r♥♠❡♥t
❜♦♥❞s s♦ t❤❛t✿








❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ r❡t✉r♥ ♣❛✐❞ t♦ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s ♦♥ ❞❡♣♦s✐ts ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥















1−α−g = C̃t + Ĩt + G̃t
























































































t ) + (1 + ρt)B̃
g
t

























































































































✶✶✳ ❚❤❡ ♥❡t ✇♦rt❤ ♦❢ ❤♦✉s❡❤♦❧❞s t❤❛t ❞✐❡ ❜❡❢♦r❡ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❣❡ J ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦













Ω̃f,zt,j ỹt+1,j+1 dj dz
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✳ ❆ st❡❛❞②✲st❛t❡ ♣❡r❢❡❝t✲❢♦r❡s✐❣❤t tr❡♥❞✲st❛t✐♦♥❛r② r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
✐s ❛ ♣❡r❢❡❝t✲❢♦r❡s✐❣❤t st❛t✐♦♥❛r② r❡❝✉rs✐✈❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ❣r♦✇t❤✲❛❞❥✉st❡❞ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡ ✐s t✐♠❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳
✺✶
